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Sammendrag
Denne masteroppgaven tar for seg noen av misoppfatningene som elever
på siste trinn på videregående kan ha i forbindelse med algebra. Dette er
et aktuelt tema siden internasjonale undersøkelser viser at norske elever
generelt presterer dårlig i matematikk. Resulatatene fra TIMSS Advanced
2008-studien peker på at norske elever (i TIMSS Advanced-populasjonen) lig-
ger på et lavere prestasjonsnivå enn både det internasjonale gjennomsnittet
og gjennomsnittet for de landene som vi sammenligner oss med. I tillegg skå-
rer de norske elevene i 2008-testen dårligere enn de som deltok i den samme
studien i 1995.
Disse resultatene har bidratt til at jeg igangsatte min undersøkelse som skulle
fortelle meg hvilke informasjoner læreren kan få ved å bruke diagnostiske opp-
gaver i undervisningen. Med dette som formål, ville jeg undersøke noen opp-
gaver for å se om de kunne være et bra middel til å avdekke misoppfatninger
hos elever på 13. trinn. Jeg valgte ut noen få oppgaver blant de frigitte opp-
gavene i den norske forskningsrapporten med resultater fra TIMSS Advanced
2008-undersøkelsen, og prøvde dem ut i en gruppe matematikkspesialister på
3. trinn i den videregående skolen.
Resultatet av min undersøkelse er at jeg fant en rekke typiske feil og mis-
oppfatninger hos denne gruppen. Disse misoppfatningene var gjennomgående
for flere av oppgavene. Dette viser at mitt utvalg av oppgaver har et diag-
nostisk potensiale. De misoppfatningene som jeg har funnet ved hjelp av
oppgavene er det sikkert også andre elever som har, så som en konsekvens
av mine funn, mener jeg at det kan være behov for å lage nye diagnostiske
oppgaver som sikter seg inn på å avdekke disse misoppfatningene spesielt.
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Forord
Gjennom arbeidet med denne rapporten har jeg fått et innblikk i hva diag-
nostiske oppgaver kan brukes til i skolen. Undersøkelsene jeg har gjennomført
på et utvalg av denne typen oppgaver har vært interessant og lærerikt. Det
har vært en krevende prosess som avslutter seks lærerike år på universitet på
Blindern.
Jeg vil gjerne rette en takk til mine tålmodige veiledere Liv Sissel Grøn-
mo, Torgeir Onstad og Hege Kårstein for deres motivasjon, konstruktive råd
og gode veiledning gjennom hele prosessen som til slutt resulterte i denne
oppgaven.
Jeg vil også takke lektor Tørrdal og hans elever for et fint samarbeid, uten
dem hadde jeg ikke hatt det materialet som jeg brukte til å foreta denne
undersøkelsen.
Spesielt vil jeg takke mine venner og familie for deres overbærenhet og opp-
muntring i den tiden som de har måtte unnvære meg. Takk til Selina for fine
ord og tegninger i en hektisk periode <3
Langhus, 25/5-2011
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Kapittel 1
Innledning
1.1 Motivasjon for denne oppgaven
Helt fra begynnelsen av mitt lektorstudium har jeg hatt lyst til å skrive en
fagdidaktisk oppgave. Selv om kunnskaper i matematikk selvfølgelig er viktig
for en lærer, synes jeg at det er viktig også å kjenne forskjellige måter man
som lærer kan hjelpe elevene på når de står fast i en oppgave eller hvis de
ikke forstår hvordan de skal gripe an en oppgave. Dette gjelder både de flinke
og de mindre flinke. For å kunne hjelpe elevene best mulig, kan det være en
fordel å ha en viss anelse om hvordan de tenker, slik at man kan lede dem
på rett vei når de tenker galt.
I skolene legges det mye vekt på prøver, det er resultatene fra prøvene som
til slutt blir stående på vitnemålet, og allerede i barneskolen trenes elevene
til prøveformen. Er formålet med prøvene å fortelle hva elevene kan og ikke
kan, og ikke noe mer? Fra min egen skoletid husker jeg at man fikk karak-
terer på prøvene, og etter det fortsatte undervisningen som om ingenting var
hendt. Karakteren var lærerens subjektive vurdering av hvor mye du hadde
lært, men prøven var ikke et middel til å bedre kunnskapen der hvor den var
dårlig eller manglet helt.
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1.2 Prøver og tester i skolen
I min masteroppgave kommer jeg til å bruke ordene prøver og tester, og jeg
har gjort et forsøk på å differensiere mellom de to ved en tolkning av be-
grepene som følger: Prøver bruker jeg om samlingen av oppgaver som skal
skape grunnlag for vurdering internt i skolen, til informasjon for lærer, elev
og foresatte, mens jeg bruker tester om oppgaver hvor formålet er sammen-
lignende undersøkelser, nasjonalt og internasjonalt.
På nettsidene fra Utdanningsirektoratet [Utdanningsdirektoratet, 2010] pre-
senteres vurdering som ”et virkemiddel for å nå kompetansemålene i lære-
planen”. Her presenteres sluttvurdering og underveisvurdering, hvor slutt-
vurderingen har som formål å ”gi informasjon om nivået til elever, lærlinger
og lærekandidater ved avslutningen av opplæringen i faget”, mens under-
veisvurderingen har som formål å ”fremme læring og utvikling og gi grunnlag
for tilpasset opplæring” (ibid.). Sluttvurderingen består av to deler; stand-
punktskarakteren og eksamenskarakteren. Standpunktskarakteren fastsetter
læreren ut fra en samlet vurdering av elevens prestasjoner på prøvene som
er gitt i løpet av året. Eksamenskarakteren er den personlige karakteren som
gis på grunnlag av eksamen etter endt fag i grunnskolen eller på videre-
gående skole. Formålet med slutteksamen er at eleven skal vise sin oppnådde
kompetanse i faget. For å kunne oppfylle formålet med underveisvurderin-
gen bør enhver lærer bruke den som et konstruktivt middel i sin under-
visning. Hvis elevene har fått avdekket problemer som skyldes at de har
misoppfatninger vil det hjelpe på forståelsen og den videre læringen hvis læ-
reren benytter seg av diagnostisk undervisning som framhever de avdekkede
misoppfatningene. Misoppfatninger i matematikk blir det mer om i kapit-
tel 2.3, og diagnostisk undervisning i kapittel 2.4. I tillegg til underveis- og
sluttvurdering, blir elevene også presentert for prøver på nasjonalt plan og
for verdensomspennende internasjonale tester.
På nasjonalt plan møter elevene to prøvetyper; kartleggingsprøver og nasjonale
prøver. Grunnskoleelever på 1., 2. og 3. trinn får kartleggingsprøver som skal
vurdere om den enkelte elev ligger under en bekymringsgrense hva angår
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grunnleggende ferdigheter. Kartleggingsprøvene gis også til elever på 1. trinn
i videregående opplæring for å ”avdekke og identifisere de av elevene som ikke
har tilegnet seg nødvendige, grunnleggende ferdigheter i grunnopplæringen”
[Utdanningsdirektoratet, 2010]. Kartleggingsprøvene er et verktøy for lære-
ren som skal bruke det for å se hvem som trenger ekstra oppfølging, men
prøvene ”gir ikke fullstendig informasjon på alle ferdighetsområder” (ibid.).
Resultatene fra kartleggingsprøvene skal ikke rapporteres til Utdanningsdi-
rektoratet, det skal resultatene fra de nasjonale prøvene derimot. Nasjonale
prøver er den prøvetypen som gis til elever på 5. og 8. trinn på høsten, kort
tid etter at elevene har begynt skoleåret. Disse prøvene måler, som kart-
leggingsprøvene, de grunnleggende ferdighetene hos elevene. Resultatene fra
de nasjonale prøver brukes i tillegg til å plassere elevene i mestringsnivåer
ut fra hvor mange poeng de oppnår, og de samlede resultatene blir gjort
tilgjengelige på Skoleporten slik at ”Skoler og skoleeiere kan bruke dataene
i det lokale kvalitetsvurderingsarbeidet.” (ibid). Informasjonen fra kartleg-
gingsprøvene skal altså brukes til å forbedre kvaliteten på opplæringen ved
den enkelte skolen. Utdanningsdirektoratet skriver at resultatene fra kart-
leggingsprøvene og de nasjonale prøvene alene ikke vil kunne gi utfyllende
nok informasjon til å kunne brukes til sammenligning på systemnivå (ibid.).
Til dette formål brukes i stedet internasjonale tester. Disse gir oss et bra
grunnlag for å sammenligne resultatene til norske elever med resultatene vi
får fra de andre deltagerlandene. I tillegg kan testene brukes til å sammenligne
nasjonale og internasjonale resultater over tid [Utdanningsdirektoratet, 2009].
Litt mer om internasjonale tester i kapittel 3.
1.3 Forskningsspørsmål
TIMSS Advanced er en av de store internasjonale studiene som Norge deltar
i. Populasjonen for studien er matematikk- og fysikkspesialistene i den videre-
gående opplæringen, det vil si de elevene som tar høyeste fordypning i mate-
matikk eller fysikk. Resultatene fra studien i 2008 peker på at norske elever
presterer dårlig i matematikk. Gjennomsnittlig presterer de dårlig sammen-
lignet med de andre deltakerlandene, men de presterer også dårligere i 2008-
studien enn de gjorde i 1998-studien. For å undersøke nærmere hvor elevene
3
presterte dårligst, begynte jeg å se på analysene av oppgaveresultatene og
oppgavene som ble frigitt i forbindelse med utgivelsen av den norske TIMSS
Advanced-rapporten fra 2008-studien [Grønmo et al., 2010]. Oppgavene som
brukes i disse store internasjonale studiene er grundig gjennomarbeidet, slik
at de skal kunne gi diagnostisk informasjon om hvilke løsningsstrategier
elevene bruker. Oppgavene er således et bra grunnlag for diskusjoner rundt
hvilke matematikk-problemer elevene kan ha. Siden jeg synes at nettopp
dette er interessant å se på, tenkte jeg at det kunne være mulig å bruke de
frigitte oppgavene fra TIMSS Advanced-rapporten til å finne svar på mitt
forskningsspørsmål:
Hvilken informasjon kan lærere få ved bruk av
diagnostiske oppgaver i matematikkundervisningen?
1.4 Avgrensning av fordypningsområde
Under studiet på Universitetet i Oslo er jeg blitt kjent med en som arbeider
som lærer for en gruppe på 3. trinn på en videregående skole på Østlandet.
Gruppen består av såkalte spesialister, så de følger kurset R2, og ved å bruke
et utvalg av de frigitte oppgavene fra TIMSS Advanced til å teste elevene ville
jeg kunne få et innblikk i hvorledes resultatene fra denne gruppen stemmer
overens med analyseresultatene fra den norske TIMSS Advanced-rapporten.
I kapittel 4.2 kommer jeg nærmere inn på prosessen med utformningen av det
ferdige oppgavesettet til bruk i min undersøkelse. Det ble til at jeg, i samråd
med læreren, kom fram til et utvalg av fem oppgaver som jeg skulle samle i
et oppgavesett som elevene skulle få. Oppgavene er i vedlegg A.
Etter analyse av oppgavebesvarelsene fra elevene fant jeg at problemer innen
algebra var et fellestrekk for flesteparten av oppgavene som ikke var korrekt
besvart. Problemer innenfor algebra er også framhevet i norske forsknings-
rapporter som framlegger resultater fra TIMSS- og TIMSS Advanced-studiene,
nå sist i den norske rapporten fra 2008-studien [Grønmo et al., 2010]. Dette
kommer jeg nærmere inn på i kapittel 3. Besvarelsene på spesielt tre av
oppgavene i utvalget mitt har mange gode eksempler på den samme typen
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matematikk-problemer, derfor endte jeg opp med å velge å se nærmere på be-
svarelsene på disse tre. Jeg kommer til å belyse disse matematikk-problemene
i forbindelse med at jeg analyserer de tre oppgavene i kapittel 4.4. Etter
rammeverket til TIMSS hører en av de valgte oppgavene inn under alge-
bra, og de to siste hører inn under kalkulus, slik at jeg samlet kommer til
å se nærmere på oppgaver som tilhører et område som er en kombinasjon
av algebra og funksjoner. De to kalkulusoppgavene er kategorisert slik fordi
hovedmålet med oppgavene er derivasjon, men det viser seg at løsingen av
dem kan gi problemer som er av algebraisk karakter.
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Kapittel 2
Teori
2.1 Matematisk kompetanse
Når elever evner å sammensette og bruke sin kunnskap i matematikk, kan
vi snakke om at de har det vi kaller matematisk kompetanse. Brekke ut-
peker fem komponenter som han mener utgjør den matematiske kompetansen
[Brekke, 2002]; disse er faktakunnskap, ferdigheter, begrepsstrukturer, gene-
relle strategier og holdninger. Sammen gir det mulighet for elevene å ”utvikle
grunnleggende kunnskaper” (s. 6).
• Faktakunnskaper ”kan være navn knyttet til begrep” ifølge Brekke (s. 6).
Fakta er deler av sammenhengende eller tilfeldig informasjon, og Brekke
forklarer at faktakunnskap igjen består av tre elementer: definisjoner,
konvensjoner og notasjoner. Et eksempel på en definisjon kan være at
1 tonn = 1000 kg. Konvensjoner er regler, for eksempel for hvordan
man setter sammen symboler når man skriver matematikk, som at 4a
betyr fire a’er, hvor a er et tall, og kan ha hvilken som helst verdi.
Notasjoner er entydige symboliseringer av meningsinnhold, som at 52
betyr 5 tiere og 2 enere. Spesielt i innlæringsfasen kan elever ha pro-
blemer med å forstå hvordan man bruker konvensjoner og notasjoner
korrekt, og de kan ha lett for å forveksle de forskjellige skrivemåtene
slik at de eksempelvis kan tro at 4a betyr 4 tiere og a enere, eller de
kan være usikre på hvordan de skal tolke 61
2
som betyr 6 + 1
2
, kanskje
det betyr 6 tiere og 1
2
enere, eller 6 halve? Det er verdt å merke seg
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at utviklingen av de konvensjonene og notasjonene vi bruker i dag, har
skjedd over svært lang tid.
• Ferdigheter defineres av Brekke som ”veletablerte prosedyrer i flere
steg” (s. 6). Som eksempler nevner han simple prosedyrer for reg-
ning med hver av de fire grunnleggende regningsartene. Slike simple
prosedyrer er det viktig å automatisere slik at det kan frigjøres ka-
pasitet til å rette oppmerksomheten mot andre sider i en praktisk
situasjon der et problem skal løses. Brekke og Gjone understreker i
[Brekke and Gjone, 2003] at denne formen for kunnskap er ”bunden”,
at de ”har tydelige avgrensninger. De er ofte lite fleksible, idet de er
utviklet innenfor en viss klasse av oppgaver og blir husket som regler
for denne spesielle klassen.” (s. 251). For at eleven ikke skal blande
sammen alle de forskjellige ”reglene” de lærer, er det viktig å fokusere
ikke kun på regler, men oftest mulig også gi elevene mulighet til å bruke
ferdighetene i nye situasjoner.
• Begrepsstrukturer er et nettverk av ideer, hvor matematiske begreper
er vokst fram. Det er disse strukturer som gir matematikken mening,
og som støtter opp under ferdighetene slik at eleven kan overføre eller
tilpasse kjente prosedyrer til nye situasjoner. Elevene vil kanskje møte
en kritisk fase når et begrep skal utvides til å gjelde et større tall-
område, eksempelvis når multiplikasjon med hele tall skal utvides til
multiplikasjon med desimaltall eller brøk, eller når divisjon med hele
tall skal utvides til målingsdivisjon, som for eksempel divisjon med
desimaltall. Det er også begrepsstrukturene som hjelper eleven til å
bestemme seg for om en oppgave krever at man skal utføre en divisjon
eller multiplikasjon for å løse problemet. Som nevnt ovenfor, er det den
refleksjonen eller de tankene eleven gjør seg rundt erfaringene de gjør
ved løsing av oppgaver, som danner grunnlag for videre utvikling av
kunnskapen. Ved å bruke allerede eksisterende kunnskap i nye situa-
sjoner konstruerer eleven nye operative begreper. I forbindelse med be-
grepsdanningen nevner Brekke og Gjone et viktig funn som er gjort i
forskning på læring i matematikk; det at ”alle elever konsekvent ”finner
opp” regler for å forklare mønster som de opplever rundt seg” (s. 256).
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Vi må regne med at elevene har begrensede erfaringer, og derfor kom-
mer til å gjøre generaliseringer som ikke er korrekte. Disse ukorrekte
generaliseringene kaller vi overgeneraliseringer, og er et mulig resultat
av den naturlige utviklingsprosessen elevene gjennomgår. Noen om-
taler overgeneraliseringer som misoppfatninger eller delvist utviklede
begreper. Her er det viktig å kunne differensiere mellom de tilfeldige
feilene, som elevene gjør fra tid til annen, og de misoppfatninger som
de kan ha. Mens alminnelige feil gjøres tilfeldig, fører misoppfatninger
til at eleven gjør de samme feilene hele tiden. Dette kommer av at mis-
oppfatninger styres av at eleven har en bestemt tenking som brukes
konsekvent i bestemte situasjoner.
• Generelle strategier er en strategisk evne til ”å velge passende begreper,
ferdigheter og faktakunnskaper for å løse” (s. 258) et ukjent problem,
både i hverdagen og innen matematikken. Eleven skal altså kunne
bedømme når, hvor og hvordan de ferdighetene og faktakunnskapene,
han eller hun har, skal brukes for å komme fram til en løsning, eleven bør
også kunne reflektere over prosessen og svaret. En hensiktsmessig/effek-
tiv refleksjon over prosessen innebærer at eleven vurderer framdriften
etter hvert som oppgaven løses, og regulerer måten å angripe problemet
på hvis man ser at den metoden man bruker ikke fører fram.
• Holdningen til matematikkfaget påvirker lærerens undervisningsme-
toder og hvordan eleven møter lærestoffet. Lærere som er engasjert i
faget sitt kan virke mer motiverende enn en lærer som ikke interesserer
seg for det han eller hun skal undervise i. En lærer som lar elevene utføre
praktisk arbeid med stoffet og legger opp til reflekterende diskusjoner
i klassen vil hjelpe elevene med å tilegne seg de ønskede strategier.
Elever som tror at matematikk er viktig for framtiden har gjerne en
mer positiv holdning til faget, og er kanskje mer motivert for læring
enn de som har en negativ holdning til matematikk.
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2.2 Oppgavetyper
Det er langt fra alle som innehar matematisk kompetanse. Det er både i
undervisningstimene og ved elevenes løsing av oppgaver at læreren har mulig-
het for å se elevens matematiske kompetanse komme til uttrykk. Det er ikke
sikkert at alle elever er like deltakende i muntlige aktiviteter, men alle deltar
ved løsing av oppgaver, spesielt hvis det er innleveringsoppgaver. For at eleven
skal få læringsutbytte av disse oppgavene er det viktig at læreren ser på de
feilene eleven har gjort, og klarer å differensiere mellom de tilfeldige feilene
som eleven gjør, og de feilene som går igjen i elevens oppgavesløsninger. Hvis
oppgavene skal brukes til å avdekke spesielle typer av misoppfatninger er
det en fordel å bruke diagnostiske oppgaver. Mer om diagnostiske oppgaver
i kapittel 2.5.
Diagnostiske oppgaver kan være gitt som flervalgsoppgaver eller åpne opp-
gaver. Uansett hvordan oppgaven stilles, er hver enkelt oppgave konstruert
slik at svaret gir en pekepinn i retning av hvordan eleven kan ha tenkt når
han eller hun løste oppgaven. De av oppgavene som er gitt som flervalgs-
oppgaver kan gjennom valgt svaralternativ bare antyde hvilken metode eleven
har brukt ved løsing av oppgaven. Hvis ikke eleven har gjettet på svaret vil det
være forholdsvis stor sannsynlighet for at han eller hun har benyttet meto-
den som svaralternativet tilsvarer. Det kan være lettere å følge tankegang-
en hos den enkelte elev ved oppgaver som er åpne siden eleven her kan-
skje viser noen utregninger. Svakheten ved flervalgsoppgaver er at det er
en mulighet for at eleven gjetter på riktig svaralternativ. Hvis svaret på en
flervalgsoppgave er ren gjetting, vil svaret høyst sannsynlig ikke represen-
tere tankegangen hos eleven. Ved å gi mange oppgaver av samme type vil
man kunne se eller utelukke om eleven gjetter, og hvis alle svarene repre-
senterer den samme tankegangen vil man kunne si at man kan ha avdekket
stabile misoppfatninger hos eleven. Hvis dette er tilfellet kan læreren hjelpe
eleven ved å utfordre elevens tankemønster gjennom diagnostisk undervis-
ning. Kapittel 2.4 omhandler diagnostisk undervisning.
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2.2.1 Åpne oppgaver
Åpne oppgaver er en type oppgaver hvor den som blir stilt overfor problemet
eller oppgaven, på egen hånd skal formulere et svar. Fordi spørsmålet skal
besvares på et helt fritt grunnlag, uten noen form for hint slik flervalgs-
oppgaver har, krever løsing av denne typen oppgaver mer av oppgaveløseren
enn løsingen av en lukket oppgave gjør [Sirnes, 2005]. Åpne oppgaver er
bedre egnet enn lukkede hvis formålet med oppgaven er å undersøke elevenes
evne til å uttrykke seg skriftlig, hvis man eksempelvis ønsker å se eleven
drøfte problemstillingen, eller hvis man vil få antydninger om løsningsmeto-
den eleven velger å bruke. En åpen oppgave egner seg altså godt hvis man
er interessert i å se på oppgaveløserens kreativitet og kommunikasjonsevner.
Andre fordeler ved en åpen oppgave er at man ikke trenger å lage distrakto-
rer, så det er lettere å lage en slik oppgave. Spørreord som er typisk for denne
oppgavetypen er Bevis . . . , Gjør rede for . . . eller Grei ut om. . . i åpningen av
spørsmålet (s. 27). Besvarelsen på denne typen oppgave kan eksempelvis vise
hvordan eleven organiserer sine ideer. En ulempe ved åpne oppgaver er at de
kan være tidskrevende og vanskelige å rette siden elevene gis større spillerom
for besvarelsene. Ved å kategorisere feilsvarene for en åpen oppgave kan den
lett omformes til en flervalgsoppgave ved å bruke de hyppigst forekommende
misoppfatningene som distraktorer.
2.2.2 Lukkede oppgaver, eller flervalgsoppgaver
En lukket oppgave, eller en flervalgsoppgave, er en type oppgave hvor opp-
gaveløseren har to eller flere svaralternativer [Sirnes, 2005]. En flervalgs-
oppgave er bygget opp av en eventuell stimulus, som kan være en tekst eller en
illustrasjon, en stamme, som er selve spørsmålet i oppgaven, og til sist svar-
alternativene. Stimulus er ikke obligatorisk i en flervalgsoppgave, men kan
inneholde informasjon som er nødvendig for å kunne løse oppgaven. Stam-
men er gjerne formet enten som et spørsmål eller som en uavsluttet setning.
I et sett med flervalgsoppgaver bør flesteparten være rene spørsmål, altså
ikke uavsluttede setninger. For at oppgaven ikke skal kunne mistolkes er det
viktig å stille spørsmålet så fokusert og presist som mulig. Hvis man ikke kan
unngå negasjoner i spørsmålet må de framheves slik at de ikke blir oversett av
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oppgaveløseren. Spørsmålet skal stilles på en slik måte at det er mulig å løse
oppgaven uten å se svaralternativene som følger etter. Ved kun å ha to svar-
alternativer blir det for lett å gjette seg til riktig svar. Med en sannsynlighet
på 50 % for å komme til rett svar, vil ikke oppgaven gi noen diagnostisk in-
formasjon. Hvis formålet er diagnostisering anbefales det derfor å ha tre eller
flere svaralternativer (s. 43). Det ene av svaralternativene skal selvfølgelig
være det korrekte svaret på spørsmålet, dette kalles nøkkelen til oppgaven.
De andre svarene er distraktorene (Sirnes kaller dem distraktører). Jo flere
distraktorer dess vanskeligere blir oppgaven, likhet blant distraktorene gjør
også oppgaven vanskeligere. Alle svaralternativene bør, som spørsmålet, være
korte og presise. Alle svarene bør også være sannsynlige svar på spørsmålet
som stilles. Ved å ha ett alternativ som skiller seg ut kan mange elever tro
at det svaralternativet er nøkkelen. Sirnes (2005) påpeker at det spesielt er
”skriving av gode og plausible svaralternativer (distraktører) som kan være en
stor utfordring.” (s. 41). En flervalgsoppgave med fem svaralternativer gir en
sannsynlighet på 20 % for å svare riktig på oppgaven, ved flere oppgaver i et
sett reduseres sannsynligheten betraktelig for å få hele oppgavesettet riktig
ved ren gjetting. I boka om flervalsoppgaver gjør Sirnes oppmerksom på at
”muligheten for gjetting i varierende grad også er til stede når tradisjonelle
åpne oppgaver skal besvares” (2005, s.10), så vi kan aldri være sikre på at
elevene ikke vil gjette i en situasjon hvor de ikke er helt sikre på hvilken
framgangsmåte de skal bruke ved løsing av en oppgave. En stor fordel med
flervalgsoppgaver er at de er enkle å rette, derimot kan det som nevnt ovenfor
være vanskelig å finne gode distraktorer.
Målet med flervalgsoppgaver kan være å finne ut hvem eller hvor mange
som klarer å bestemme svaret på spørsmålet. De som vet det riktige svaret
på spørsmålet vil, med høy sannsynlighet, velge riktig svaralternativ. De som
ikke vet hvordan de kommer fram til korrekt svar, kanskje fordi de har en
misoppfatning, vil sannsynligvis ikke velge det riktige svaret, men enten svare
blankt eller gjette, de velger da blant de gitte svaralternativene. Det kan være
mange årsaker til at en elev velger et galt svar: Det kan være fordi eleven ikke
har lest oppgaven godt nok eller av andre grunner ikke har forstått oppgaven,
eller kanskje eleven har en misoppfatning, og tenker feil.
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2.3 Matematikkproblemer
For å undersøke hvilke informasjoner jeg ville kunne få ut av et utvalg av
oppgaver, komponerte jeg et oppgavesett som jeg ga til en gruppe elever
på siste trinn i videregående skole. Oppgavesettet besto av fem oppgaver
hentet blant de frigjorte oppgaver som ble analysert i den norske rapporten
omhandlende resultatene fra TIMSS Advanced 2008 [Grønmo et al., 2010].
Hvordan oppgavene ble valgt ut kommer jeg nærmere inn på i kapittel 4.2,
og oppgavesettet er i vedlegg A. Ut fra elevenes prestasjoner i dette opp-
gavesettet har jeg valgt ut noen misoppfatninger i algebra som det området
jeg ser nærmere på i forbindelse med analyse av elevenes oppgavebesvarelser.
Analyse av besvarelsene er presentert i kapittel 5.
2.3.1 Misoppfatninger i algebra
Mange av de misoppfatningene som jeg fant eksempler på hos min gruppe
elever, nevner Lesley R. Booth i sin artikkel ”Children’s Difficulties in Begin-
ning Algebra” [Booth, 1988]. Denne artiklen tar for seg en studie av elever i
alderen fra 13 til 16 år. Formålet med studien var å finne de hyppigst fore-
kommende feil i algebra for denne aldersgruppen, og så undersøke årsaken til
disse feilene. Alle elevene hadde studert algebra som en del av matematikk-
undervisningen siden de var 12 år. De yngste elevene hadde arbeidet med
enklere algebra som reduksjon av simple uttrykk, enkel faktorisering, løsing
av enkle lineære ligninger, substitusjon i enkle formler, og lignende. De eldre
elevene, som hadde hatt algebra over en lenger periode, hadde vanligvis også
prøvd å løse litt mer komplisert algebra, som ligninger av annen grad, flere
ligninger med flere ukjente, grafisk framstilling av ligninger og ulikheter, og
mere kompleks faktorisering og reduksjon av uttrykk. Et av resultatene fra
studien var at feil av samme typer kunne ses ved hvert av alderstrinnene
(s. 299).
Windsor [Windsor, 2010] skriver at det er tydelig at ”the development of
algebraic thinking arises from generalising mathematical thought” (s. 667),
og fortsetter med å argumentere for at den algebraiske tenkingen bedres
ved å ha et klasseromsmiljø hvor læreren hjelper elevene med å utvikle den
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matematiske diskursen, å ha samtaler om løsningsstrategier og ideer. I stedet
for å lære elevene å bruke en spesiell strategi eller prosedyre kan læreren,
ved å bruke passende diskurser, hjelpe elevene slik at de lærer seg å tenke
algebraisk: ”It is through discussion through the solving process that ideas
relating to algebraic thinking and an algebraic perspective can be developed.”
(s. 671). Jeg vet ikke hvilken undervisningsmetode som er brukt i eksemplet
som Booth nevner i avsnittet over, men kanskje en del av elevene ikke ville ha
hatt de gjennomgående feilene hvis deres lærere hadde undervist som Wind-
sor avslutter sin artikkel med: ”Using a problem solving approach to develop
algebraic thinking and providing an algebraic perspective of mathematics
may enhance the long-term learning trajectory of the majority of students.”
(s. 671). Det er altså viktig å utvikle sin matematiske kunnskap sammen med
andre, hvilket jeg kommer nærmere inn på i forbindelse med mitt avsnitt om
diagnostisk undervisning, i kapittel 2.4.
Booth sammenligner aritmetikk og algebra i skolen, og ser at forskjellene mel-
lom dem kan være en kilde til problemer [Booth, 1988]. Innen aritmetikken
er det fokus på å komme fram til et enkelt svar. En oppgave her kan være av
typen
Oppgave: Hvis dere er fire som har to epler hver, hvor mye frukt
har dere da tilsammen?
Svar: 4 · 2 epler = 8 epler
Svaret på en slik aritmetikkoppgave vil være enkle tall, og det betegner oftest
håndgripelige størrelser som man ikke har vanskelig for å forestille seg.
Innen aritmetikken er det fokus på å følge en ”oppskrift” for å finne nu-
meriske svar, men i algebra derimot, skal man utlede prosedyrer og finne
sammenhenger og generelle uttrykk. Formålet med det generelle uttrykket
man kommer fram til, er at man kan bruke det som en ”prosedyre-regel”,
eller en mal, for å løse et spesifikt problem, og ved innsetting av verdier
for variablene kommer man fram til et numerisk svar,— slik målet er i arit-
metikk — men hovedsakelig gjelder det i algebra om å utlede og manipulere
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generelle uttrykk. Ved overgangen fra aritmetikk til algebra kan dette bli et
problem for elevene, siden svaret ikke lenger trenger å være så simpelt som
en tallverdi, og når de skal regne på en oppgave med samme problematikk
som den ovenfor kan det se slik ut:
Oppgave: Hvis dere er fem som har x epler hver, hvor mye frukt
har dere da tilsammen?
Svar: 5 · x = 5x
Noen elever har problemer med å se på dette svaret som ordentlig, hvis ikke x
er gitt som ett bestemt tall. I eksemplene i artikkelen trekker Booth fram at
elevene foretrekker enkle (tall)svar, og at de ofte prøver seg fram med forskjel-
lige verdier i stedet for den ukjente faktoren for å se om de kan komme fram
til et pent svar. Elevene kan ha det som Booth kaller problemer med ”lack
of closure”, ”mangel på et endelig svar”, og han nevner at problemet kan ha
sin opprinnelse i aritmetikken hvor det nettopp forventes et ”pent svar”. En
annen forklaring på at elevene kan ha problemer med å akseptere et svar som
5x, kan være at uttrykket både representerer en prosedyre som skal følges,
hvis man har verdier å sette inn for de ukjente, og et svar på oppgaven hvis
det ikke foreligger verdier til å sette inn for de ukjente. For, som jeg tolker
flere av utsagnene fra elevene i Booth (s. 300): x’en kan jo være hva som
helst! Men det er ikke noe svar uten ett tall. (min frie oversettelse av elevsvar
hos Booth, s. 300).
Den tankegangen leder til et annet problem ved algebra; selve variablene.
Booth nevner at tolkningen av bokstaver ofte er at de står for én bestemt
verdi. Denne egenskapen overføres til variablene som altså også antas å in-
neha spesifikke faste verdier. Algebra og aritmetikk er ikke så forskjellig,
algebra er i mange henseender ”generalisert aritmetikk” [Booth, 1988]. For å
kunne se sammenhengen i algebraen, må man først ha gjort seg godt kjent
med den aritmetiske sammenhengen. Hvis eleven har misoppfatninger innen
aritmetikk vil det høyst sannsynlig påvirke hans eller hennes prestasjoner i
algebra. Booth skriver på side 304:
In this event, the difficulties that students experience in algebra
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are not so much difficulties in algebra itself as problems in arith-
metic that remain uncorrected.
Booth nevner, i likhet med Brekke [Brekke, 2002], som jeg nevnte i kapittel
2.1, at tolkning av de notasjoner og konvensjoner som anvendes innen mate-
matikk kan være en kilde til misoppfatninger. Eksempler på misoppfatninger
rundt notajonsbegrepet kan være at eleven oppfatter 5-tallet i 5y som værende
på 10’er-plassen og y’en på 1’er-plassen, hvilket kan ha sammenheng med reg-
lene for flersifrede heltall. I et eksempel på side 302 i [Booth, 1988] tolker en
elev 5y til å være ”femti-noe”, hvis y er fire, blir 5y = 54 (femtifire). Booth
ser at problemer også kan oppstå fordi vi bruker en del forskjellige tallpar
bestående av eksempelvis heltall og brøk, som i 2, 5 = 2 1/2. I algebraen viser
det seg at det er nødvendig å bruke presise notasjoner, et eksempel som Booth
trekker fram er at det er en vesentlig forskjell på om man skriver p
q
eller q
p
(s. 303).
Av konvensjoner som kan være et problem for elevene, trekker Booth (2002)
fram den manglende bruken av parenteser. Ifølge Kieran (referert i Booth,
1988, s. 305) kan elever tro at den skrevne rekkefølgen bestemmer regnerekke-
følgen, som når vi leser en tekst, dette fører igjen til at elever typisk ikke
bruker parenteser. Eksemplet Booth viser er utregning av et rektangel med
kortside p og langside a+m, vist i figur 2.1 (med min oversettelse av oppgave-
teksten på side 305 i [Booth, 1988]).
Hvordan vil du skrive
arealet av rektanglen?
p
a m
Figur 2.1: Booth
Eleven som blir presentert for oppgaven kaller Booth ”Niel”. Feilen Niel her
gjør, er å si p ganger a pluss m, og skriver p · a + m. Når intervieweren ber
ham utdype det som han har skrevet, sier han at p-siden skal ganges med
a pluss m-siden. Eleven tror at det han har skrevet betyr det han mener
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(p · (a+m)). Når intervieweren så forteller eleven hva det skrevne betyr, sier
eleven at det ikke blir hele arealet, men bare noe (av det). ”You’ve got to add
a and m first”. Det at eleven ikke ser behovet for parentes når det egentlig
kreves kan føre til feil i den videre utregningen. Booth mener at feilen her
nok ikke skyldes en algebraisk misoppfatning, men heller et begrenset syn på
notasjonen som brukes ved den skriftlige framstilling av uttrykket.
Den siste misoppfatningen som jeg vil trekke fram fra artiklen av Booth
er elevers bruk av uformelle metoder i forbindelse med løsing av oppgaver.
Et eksempel som han viser er løsing av 30/x = 6 (s.305). 82 % av elevene
klarte å løse denne oppgaven, mens bare 48 % klarte å løse den strukturelt
like oppgaven 4/x = 3. I det første eksemplet var det enkelt å ”se” svaret,
men denne metoden var ikke like enkel å bruke i det andre eksemplet. For
denne misoppfatningen mener Booth at det kanskje ikke har så mye med ge-
neralisering å gjøre, men heller at eleven ikke har en passende prosedyre for
bruk i aritmetikken, og derfor ikke har noe å generalisere fra. Booth (1988)
understreker at eleven må innse at det er behov for formelle prosedyrer før
han eller hun lærer seg (og bruker) dem (s. 306). Dette behovet vil eleven
oppdage ved at
- læreren ser at eleven bruker uformelle prosedyrer
- resultater av de uformelle prosedyrer diskuteres
- begrensninger ved bruk av de uformelle prosedyrer diskuteres
Ved bruk av dette kan eleven oppdage at det er behov for en mer generell,
og formell, prosedyre.
Ifølge Matz (1982) viser det seg at mange vanlige feil oppstår ved
- at elever bruker en kjent prosedyre ved å overføre den direkte til nye
situasjoner
- at en kjent prosedyre feilaktig brukes til å løse et nytt problem
Det største området hvor feil oppstår er innen linearitet (ibid.), og feilene er
gjerne resultater av noe som Matz kaller ”generalisert distribusjon”. Kilden
til feilen kan være at eleven generaliserer fra distribusjonsreglene,
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A(B + C) = AB + AC og A(B − C) = AB −AC.
til f.eks.
√
A + B =
√
A+
√
B og (A+ B)2 = A2 + B2.
Disse feil skjer når et sammensatt uttrykk oppløses ”lineært” ved å distribuere
den ”felles faktor” for uttrykket.
2.4 Motivasjon for diagnostisk undervisning
Hvis man som lærer har avdekket misoppfatninger i matematikk hos noen av
elevene, er diagnostisk undervisning en god hjelp for at disse elevene skal få
rettet opp for misoppfatningene. Man kan forestille seg at elever som ikke har
disse misoppfatningene kanskje vil bli forvirret ved å delta i diskusjoner rundt
problemet, men Brekke trekker fram resultatene fra en undersøkelse gjort av
Swan [Brekke, 2002] som skulle se nærmere på langtidsvirkningen av Posi-
tive Only-metoden opp mot diagnostisk undervisning. Positive Only-metoden
går ut på at læreren ikke framhever og diskuterer feil, men kun demonstrerer
korrekte metoder, som elevene siden etterprøver med intensive øvelser. Diag-
nostisk undervisning kjennetegnes ved at læreren framhever og diskuterer feil
med elevene i klasserommet. Swans undersøkelse viser at ”begge gruppene
hadde god framgang gjennom undervisningsperioden” (s. 23). Ved en forsin-
ket prøve tatt tre måneder etter undervisningen viste det seg at framgan-
gen for gruppen som hadde mottatt diagnostisk undervisning var signifikant
større enn den var for dem som ble undervist ved hjelp av Positive Only-
metoden. Spesielt bra var det at det ikke bare var de med misoppfatninger
som viste framgang ved bruk av diagnostisk undervisning, men at også flinke
elever hadde nytte av undervisningen.
Diagnostisk undervisning er en form for undervisning som tar utgangspunkt
i konstruktivismen som sentral læringsteori [Brekke, 2002]. Konstruktivistisk
læringsteori omhandler både selve kunnskapen og hvordan denne konstrueres
[Imsen, 2005]. For konstruktivister er kunnskap ikke noe som fins ”i seg selv”,
men et produkt av våre egne tanker. Mens radikal konstruktivisme legger
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vekt på at kunnskap konstrueres som en følge av individets individuelle er-
faringer ved å prøve å forstå den verden det ser rundt seg, så kjennetegnes
sosialkonstruktivismen ved at kunnskapen konstrueres i en sosial samhand-
ling med omgivelsene. Solvang siterer Kilpatrick [Solvang, 1992] for de to
grunnleggende hypotesene som han mener konstruktivismen hviler på:
1. «Knowledge is actively constructed by the recognizing subject, not pas-
sively recieved from the environment.»
2. «Coming to know is an adaptive process that organizes one’s expe-
riental world; it does not discover an independent, pre-existing world
outside the mind of the knower.»
Begge de nevnte læringsteoriene legger til grunn at kunnskapen er noe som
konstrueres av det enkelte individ. Dette tilsvarer den første av Kilpatricks
hypoteser (punkt 1). Den andre hypotesen er todelt; det å oppnå kunnskap
er en tilpasningsprosess og at kunnskapen ”forutsetter at vi ikke oppdager
noen verden som eksisterer uavhengig av oss selv” (ibid.). Den radikale kon-
struktivismen legger både punkt 1 og 2 til grunn, mens det innen den svake
konstruktivisme erkjennes at det eksisterer en objektiv virkelighet. Den siste
halvdelen av den andre hypotesen står i kontrast til det at vi ser på ma-
tematikk som en sosial konstruksjon, at matematikken er en del av den
kollektive kunnskapen som mennesket har konstruert for å overleve som art.
Omvendt overlever kun den delen av matematikken som er en del av kultur-
arven [Björkqvist, 2007].
I forhold til tilegnelse av kunnskap i matematikk blir vekselvirkningen mel-
lom den kollektive kunnskapen og individets konstruksjon av egen kunnskap
sentral. Björkqvist trekker fram at læreren kanskje ikke er noe annet enn
en miljøfaktor siden individet selv bygger opp sin kunnskap. Han nevner
også at de matematiske erfaringene som eleven har, er tett knyttet til ver-
bal kommunikasjon, slik at samtaler med andre, både lærere og elever, er
viktig i konstruksjonen av den individuelle kunnskapen. Brekke og Gjone
trekker også fram at sosial samhandling er viktig for utvikling av kunnskaper
[Brekke and Gjone, 2003]. Elevene erfarer at de selv lærer ved å forklare og
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argumentere for andre når de samarbeider om å løse oppgaver. Samhand-
lingen går da oftest på prosessen (handlingen) framfor produktet (svaret).
Også Windsor [Windsor, 2010] peker på nødvendigheten av å utvikle sin
matematiske kompetanse sammen med andre. Eleven kan ikke selv velge
den kunnskapen han eller hun vil konstruere, den må være sammenfallende
med den eksisterende og sosialt annerkjente kunnskapen. Dette er nødvendig
for at den enkelte skal kunne delta i framtidige sosiale aktiviteter. Slik ut-
trykker Brekke og Gjone det i [Brekke and Gjone, 2003]: ”For at mennesker
skal kunne kommunisere på en meningsfull måte, er det viktig at innholdet
i de begrepene de bruker seg imellom, blir så like som mulig. Matematiske
begreper er presise.” (s. 250).
Det er her jeg tenker meg at læreren kommer inn i bildet, som den inn-
flytelsesrike personen som har kunnskap om de vitenskapelige begrepene som
er grunnlaget i matematikken, og i særdeleshet har den matematiske kom-
petansen som vi ønsker at elevene utvikler. I stedet for å være en miljøfaktor,
ser jeg heller på læreren som en viktig sparringspartner siden han eller hun
”innehar” den kunnskapen som vi ønsker at eleven skal bygge opp. Ved å
stille spørsmål som kan konfrontere det eksisterende synet som eleven har, får
eleven mulighet til å reflektere over egen tenking. Å bli utfordret med mate-
matiske problemer og tankenøtter er viktige elementer i undervisningen. Når
eleven opplever en kognitiv konflikt blir intellektet utfordret, og tankemøn-
steret kan tvinges til å gå nye veier. De refleksjoner som den enkelte elev gjør
fører til konstruksjon av kunnskap, men det er samhandlingen med andre
som gir eleven erfaringene han eller hun kan reflektere over. Med refleksjon
som nøkkelord, er det bevisstheten om hvordan kunnskapen konstrueres som
utnyttes i diagnostisk undervisning. Undervisningen tar sikte på at elevens
handlinger skal gi ham eller henne erfaringer som i sin tid bidrar til økt kunn-
skap hos den enkelte.
I forbindelse med diagnostisk undervisning er man interessert i hvilke be-
greper den enkelte eleven har utviklet, og formålet med undervisningen er
å bygge opp solide begreper som kan gi et godt grunnlag for langtidslæring
[Brekke, 2002]. Her er det viktig at man er oppmerksom på om feilene elevene
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gjør skyldes at eleven har en misoppfatning rundt et begrep eller om feilen
er tilfeldig. Ved tilfeldig forekommende feil er det ikke grunn til bekym-
ring, men hvis feilen viser seg konsekvent ved bruk av et bestemt tankemøn-
ster, kan eleven ha en misoppfatning, og bør få hjelp til å rette opp denne.
Brekke understreker at diagnostisk undervisning ikke er den beste metoden
for undervisning av faktakunnskaper og ferdigheter. Dog har det vist seg at
vanlige undervisningsmetoder er ineffektive når det gjelder å rette opp på
misoppfatningene, både der hvor læreren ignorerer misoppfatningene, og når
man starter innføring i nye begreper med grundig definisjon av begrepene for
å unngå misoppfatninger.
Noen skoler har ukeprøver, og kanskje evalueringsprøver når et tema er ferdig
behandlet i klassen. Dette er eksempler på prøver som kun har til formål å vise
elever, foresatte og lærer hvor mye kunnskap om det gjennomgåtte lærestoffet
eleven har tilegnet seg i løpet av perioden. Når stoffet ikke skal gjennomgås
videre vil prøven kunne brukes som motivasjon for framtidig arbeidsinnsats
hos eleven. Diagnostiske prøver har andre formål enn dette, og skal ikke
brukes med tanke på rangering, og man kan gjerne bruke diagnostiske opp-
gaver før et undervisningsopplegg. Avhengig av når i undervisningsforløpet
oppgavene blir gitt, vil de kunne ha forskjellig funksjoner (ibid.). Hvis det
nye emnet ikke har vært undervist i tidligere, vil de diagnostiske oppgavene
kunne identifisere og framheve misoppfatninger, eller hverdagsforestillinger,
som elevene har utviklet, kanskje utenfor skolen, eller oppgavene vil kunne gi
læreren informasjon om hvilke løsningsstrategier elevene bruker for å løse
ulike typer av oppgaver. I en undervisningssekvens vil oppgavene kunne
brukes til å rette undervisningen mot å framheve misoppfatningene, samt
hjelpe med å utvikle elevenes eksisterende løsningsstrategier. Ved å bruke de
samme oppgavene før og etter en undervisningssekvens kan de brukes til å
måle hvordan undervisningen har hjulpet elevene til å overvinne misoppfat-
ningene og de delvise begrepene (ibid.).
Hvis læreren har gitt en diagnostisk prøve som innledning til en undervis-
ningsøkt, kan han eller hun bruke elevenes svar i planleggingen av undervis-
ning og oppgaver som skal gis. På denne måten er det mulig for læreren å ta
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hensyn til ideene hos elevene, og ta opp et fåtall velvalgte oppgaver som fram-
hever misoppfatninger og begrepsmessige hindringer slik at det oppstår en
kognitiv konflikt med hensyn til det delvise begrepet eller misoppfatningen.
Ved å la elevene delta aktivt i en konfliktdiskusjon, i stedet for å gi dem en
forklaring på hvordan oppgaven skal løses, hjelpes elevene, gjennom reflek-
terende tenkning på et høyt nivå, til å utvikle fornuftige løsningsstrategier
som igjen gir mulighet til å bygge opp solide strukturer hos elevene. Utvikling
av disse begrepene er viktige for at begrepene skal kunne danne grunnlag for
langtidslæring hos eleven (ibid.). Brekke framhever videre at det i mate-
matikkundervisningen tradisjonsmessig ikke blir nok tid til ”å stoppe opp
og diskutere eller reflektere over meningen med det” elevene utfører, og at
”denne metoden kommer til kort når det er tale om innlæring av begreper”
(s. 18). Resultatet av denne arbeidsmåten kan være at elevene etter hvert
utvikler egne strategier for løsing av oppgaver, ut fra erfaringer som har lite
å gjøre med om eleven forstår selve strukturen i oppgaven.
I denne masteroppgaven har jeg valgt å se nærmere på hvilke muligheter
diagnostiske oppgaver i matematikkundervisningen kan gi, fordi at nettopp
denne oppgavetypen kan gi læreren mulighet for å avdekke misoppfatninger
hos elevene. Diagnostisk undervisning tar hensyn til elevenes aktuelle for-
kunnskaper, oppgavene gir beskjed om resultatet av elevenes tanker, ikke
hvordan de tenker [Kilborn, 1997]. Ved å gi elevene flere av samme type opp-
gave vil oppgavene vise om elevenes feil er systematiske eller tilfeldige. Hvis
det viser seg at elevene har en misoppfatning, kunne man kanskje unngå
mange år med mislykkede forsøk og etterfølgende nederlag for elevene ved,
med jevne mellomrom, å bruke litt tid med spesielt utvalgte oppgaver som
forklart ovenfor. Den avsluttende setningen fra artikkelen skrevet av Kilborn
synes jeg gir stoff til ettertanke: ”Og da hadde hvert steg i støtteprogram-
met blitt betydelig kortere og rimeligere . . . ” (s. 34). Jeg forestiller meg at
småbesparelsene som gjøres i skolene gir utgifter inklusive renter, og at det
er elevene og i siste ende samfunnet som må betale. Hvis ikke elevene får
gode muligheter for å etablere et brukbart læringsgrunnlag for den videre
læring vil de ende opp med et dårlig grunnlag for å kunne delta fornuftig i
de demokratiske prosessene som er i samfunnet.
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2.5 Diagnostiske oppgaver
Som jeg skrev i kapitlet om diagnostisk undervisning, kan man gjerne gi
elever diagnostiske oppgaver før en undervisningsøkt. Hovedmålene for å
bruke diagnostiske oppgaver innen undervisning i et nytt emne begynner,
er at læreren enkelt skal kunne oppdage hvilke tanker elevene har om de
ulike begrepene og hvilke vansker som er knyttet til dem, for så å bruke
denne informasjonen til planlegging av undervisningen [Brekke, 2002]. Selv
om emnet er nytt for elevene, og de ikke tidligere har løst så mange oppgaver
innen det pågjeldende område, har de oftest en forestilling om hvordan de skal
gripe an oppgavene. Brekke nevner at de (ved Telemarksforsking-Notodden,
min anmerkning) har erfaring med at ”lærere blir mer sensitive og effektive
i undervisningen når de oppdager disse ideene hos elevene og tar hensyn til
dem i undervisningen” (s. 17). Ved å be elevene skrive ned tankene de gjør
seg mens de løser oppgaven, vil diagnostiske oppgaver være et redskap som
kan gi læreren viktig informasjon om elevenes strategier og de ideene de har
rundt begrepene og misoppfatningene som oppgaven berører.
Diagnostiske oppgaver konstrueres for å kunne avgjøre hvilke tanker eleven
gjør seg om et bestemt begrep, dette kan man se ut fra hvilken metode han
eller hun har brukt for å løse den enkelte oppgaven. For å kunne differen-
siere mellom tilfeldige feil og misoppfatninger er det nødvendig å bruke flere
oppgaver som belyser det samme området slik at det kan avgjøres om feilene
er systematiske og altså skyldes at eleven har en misoppfatning. Siden ”hver
diagnostisk oppgave er knyttet til et bestemt problemområde innenfor det ak-
tuelle begrepet” (s. 17), kan disse strukturelt like oppgavene sammen danne
grunnlag for at læreren kan igangsette konkrete undervisningstiltak som har
til formål å avlære eleven den pågjeldende misoppfatningen. Brekke kommer
med noen gode eksempler på hvordan man skal konstruere oppgaver som skal
kunne avsløre om elevene har misoppfatninger knyttet til desimaltall (s. 17);
En oppgaveformulering som 0, 24 : 2 er ikke egnet som diagnostisk oppgave
siden løsningen, 0, 24 : 2 = 0, 12 ikke vil kunne si noe om hvordan eleven
tenker når han eller hun løser den. Derimot kan 0, 12 : 2 brukes ettersom
elever som ser på tallene før og etter kommaet som uavhengige hele tall og alt-
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så ikke kjenner kommaets funksjon, høyest sannsynlig vil løse oppgaven som
skulle de regnet ut 12 : 2 = 6, og skrevet 0, 12 : 2 = 0, 6. Det andre eksemplet
Brekke kommer med er en oppgave som ber eleven rangere tre desimaltall,
0,23, 0,62 og 0,42. Dette er enda en oppgave som heller ikke kan si noe om
elevens tanker. Hvis man heller bruker 0,62, 0,236 og 0,4, vil oppgaven kunne
gi god diagnostisk informasjon, og den vil sammen med flere strukturelt like
oppgaver kunne fastslå om eleven har en misoppfatning. Brekke ramser opp
noen måter hvorpå diagnostiske oppgaver kan brukes (16f):
• å identifisere og framheve misoppfatninger som elevene har utviklet,
også uten at det trenger å ha vært noen formell undervisning i det en
vil undersøke,
• å gi læreren informasjon om løsningsstrategier elevene bruker for ulike
typer av oppgaver,
• å rette undervisningen mot å framheve misoppfatningene, for på den
måten å overvinne dem og de delvise begrepene,
• å utvikle elevenes eksisterende løsningsstrategier,
• å måle hvordan undervisningen har hjulpet elevene til å overvinne mis-
oppfatningene ved å bruke de samme oppgavene både før og etter un-
dervisningssekvensen.
En viktig hensikt med diagnostiske oppgaver er at de gir viktig informasjon
om tankemønsteret hos elevene, derfor konstrueres de slik at hver oppgave
tar sikte på å avdekke enkelte misoppfatninger innenfor et lite område av
matematikken. For at en oppgave skal være diagnostisk, skal det ideelt sett
ikke være mulig å komme fram til riktig svar på noen annen måte enn ved å
bruke riktig metode ved løsing av den.
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Kapittel 3
Litt om internasjonale
komparative undersøkelser
De store komparative internasjonale undersøkelsene gjennomføres med et ut-
valg av god kvalitet slik at funnene fra studiene kan generaliseres til en større
populasjon [Bergem et al., 2005]. At populasjonen i studiene er et utvalg av
god kvalitet betyr at det er satt opp kriterier for utvelgelse av skoler som
deltar og for hvilke elever som kan ekskluderes fra testingen. TIMSS (The
Third International Mathematics and Science Study) Advanced er en av
mange internasjonale komparative trendstudier, og ble gjennomført i 1995
og 2008 [Utdanningsforbundet, 2010]. Studien skulle undersøke holdninger
og kunnkaper hos elever som på tidspunktet for testingen tok fordypning
i matematikk eller fysikk på videregående skole. TIMSS-undersøkelsen som
gjennomførtes internasjonalt i 1995 hadde to tester for 3. trinn på videre-
gående, én test for alle på trinnet (inkludert matematikkspesialistene), og
én for elevene med fordypning i fysikk [Lie et al., 1998]. Den norske delen
av denne testen for matematikkspesialistene ble gjennomført i 1998 med
de samme oppgavene og spørreskjemaene som i 1995 [Grønmo et al., 2010].
I tillegg til TIMSS Advanced har Norge deltatt i de fleste internasjonale
studier siden 2000. Sammen undersøker alle disse studiene realfagspresta-
sjonene og holdningene til elever på 4. trinn (TIMSS populasjon 1), 8. trinn
(TIMSS populasjon 2), 15 åringer (PISA-populasjonen), alle studieretninger
på 3. trinn i videregående opplæring (TIMSS populasjon 3), samt de som
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tar fordypning innen matematikk eller fysikk på 3. trinn i videregående opp-
læring (TIMSS Advanced populasjonen). Ved å sammenholde resultatene fra
alle disse internasjonale undersøkelsene kan de brukes til å få et innblikk i
hvorvidt den norske skolen lykkes med å oppnå målene for læreplanen i mate-
matikk, og for å undersøke hvordan de norske elevene presterer sammenliknet
med de andre deltakerlandene i studiene. Siden undersøkelsene dekker årskull
gjennom nesten hele utdanningsforløpet kan de også brukes til å se elevenes
generelle progresjon gjennom hele skolesystemet. Jeg vil her understreke at
alle betraktninger rundt resultatene fra de internasjonale studiene skjer på et
generelt plan, aldri på det individuelle. Studiene gir oss også informasjon om
kunnskapen til elevene på samme utdanningsnivå internasjonalt. I tillegg til
kunnskap i matematikk, undersøker PISA også kunnskapen innenfor emnene
lesing og naturfag.
Jeg er interessert i å undersøke noen av misoppfatningene innen matema-
tikk, så jeg kommer til å konsentrere meg om emnet matematikk, for først
og fremst å sammenlikne resultatene hos min populasjon med de norske og
internasjonale resultatene fra studiene.
3.1 Hva i all verden skjer i realfagene?
”Hva i all verden skjer i realfagene?” [Lie et al., 1997] er den første av mange
norske rapporter fra TIMSS-undersøkelsene som gjennomføres i Norge. Denne
rapporten dekker TIMSS populasjon 2-studien som gjennomførtes i 1995, og
beskriver blant annet elevenes prestasjoner i realfagene hvor det legges vekt
på å ”analysere resultatene i et internasjonalt perspektiv” (s. 1). Av funnene
som berører elevenes prestasjoner (s. 211) er det spesielt to som jeg synes er
interessante:
• ”Norske elever skårer signifikant dårligere enn det internasjonale gjennom-
snittet i matematikk”
• ”Norske elever gjør det spesielt dårlig i algebra”
I tabell 2.2 i ”Hva i all verden . . . ” (s. 24) kan det ses at Norge skårer under
det internasjonale gjennomsnittet i matematikk, 503 mot 513.
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Rapporten som dekker TIMSS populasjon 3-undersøkelsen det samme året
[Lie et al., 1998] er til gjengjeld positiv til norske elevers prestasjoner. Her er
skåren for norske elever 528. Dette er signifikant høyere enn det skalerte eu-
ropeiske gjennomsnittet på 500. Den norske skåren er for et samlet 3. trinn
på videregående, og gjelder altså elever på alle studieretningene inkludert
matematikkspesialistene, som gjennomfører en egen spesialist-test i ettertid
våren 1998. Forfatterne av rapporten trekker spesielt fram at Norge skårer
høyere enn Frankrike (523 poeng) som alltid har ”vært kjent for å legge svært
mye vekt på matematikk i utdanningen” (ibid.).
Jeg synes ikke at det er så mye positivt å lese i kortversjonen av den norske
TIMSS 2003-rapporten [Grønmo et al., 2004b] som i figur 1 (s. 4) viser hoved-
resultatene i matematikk for TIMSS populasjon 2. Selv om det internasjonale
gjennomsnittet nå er falt til 467 poeng, ligger Norge under dette med sine 461
poeng, etterfulgt av noen få europeiske land og land fra den tredje verden.
Resultatene fra denne testen viser at norske elever skårer klart lavere enn
ved den tilsvarende testen i 1995, og det framheves i kortrapporten at norske
elever i en europeisk sammenheng viser seg ”som bortimot de aller svakeste
i matematikk” (s. 5).
I den fulle rapporten fra TIMSS 2003-studien [Grønmo et al., 2004a] sam-
menlignes prestasjonene i Norge med prestasjonene i referanselandene Japan,
Nederland, Slovenia og USA. Ser jeg nærmere på diagrammene som viser
prestasjonene inndelt i emneområder i denne rapporten, ser jeg at 4. trinn
(Figur 4.6, s. 60) presterer under både det internasjonale gjennomsnittet og
alle referanselandene innenfor begge områdene Tall og Mønstre. Mønstre på
4. trinn tilsvarer Algebra på 8. trinn. De norske elevene på 4. trinn skårer
omtrent likt innenfor de to områdene. Tilsvarende viser diagrammet for pre-
stasjonene for elever på 8. trinn (Figur 4.5, s. 58) at også de presterer under
det internasjonale gjennomsnittet og alle referanselandene innenfor begge
områdene Tall og Algebra. Norske elever på 8. trinn skårer litt lavere på
Algebra enn Tall. Det er verdt å merke seg at denne populasjonen er den
samme årgangen som testes i TIMSS Advanced 2003.
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Tittelen på den norske rapporten med resultater fra TIMSS 2007-studien,
Tegn til bedring [Grønmo and Onstad, 2009], antyder en litt mer oppløftende
lesing. Her viser de norske elevene en svak framgang i resultatene etter den
forholdsvis store tilbakegangen fra 1995 til 2003 (s. 229), dog ligger den norske
skåren fortsatt under 1995-nivået. I forbindelse med TIMSS 2007-studien er
Mønstre på 4. trinn integrert delvis i Tall og delvis i Geometri (s. 58), så i
framtidige studier blir det ikke mulig å følge trenden innen området Algebra
tidligere enn fra 8. trinn. I 2007-studien sammenlignes de norske resultatene
med dem fra referanselandene Australia, Italia, Japan og Slovenia. Av dia-
grammet over prestasjoner på 4. trinn (Figur 3.8, s. 58) ser man tydelig
at prestasjonene for denne populasjonen igjen i denne studien ligger under
både internasjonalt gjennomsnitt og alle referanselandene innenfor alle em-
neområdene, hvor emneområdet Tall markerer seg med det absolutt dårligste
resultatet. For de norske elevene på 8. trinn ser det litt bedre ut innenfor
området Tall (Figur 3.7, s. 58), her ligger den norske skåren under det inter-
nasjonale gjennomsnittet og nesten alle referanselandene, Italia skårer litt
lavere enn Norge. Verre er det for området Algebra på 8. trinn, her skårer
elevene markant under det internasjonale gjennomsnittet og dårligere enn
alle referanselandene. At norske elever på dette trinnet ser ut til å gjøre det
bra innenfor emneområdet Statistikk (skåren ligger litt over det internajonale
gjennomsnittet) er sikkert en medvirkende årsak til den totale gjennomsnitt-
lige framgangen som viser seg for Norge fra 2003 til 2007.
Selv om tittelen på rapporten umiddelbart varslet positiv lesing, synes jeg at
oppsummeringen i denne rapporten gir rom for forbedringer, spesielt synes
jeg at det er verdt å merke seg at rapportens forfattere oppsummerer av-
snittet om prestasjoner i matematikk med blant annet følgende (s. 111):
• ”En relativt stor andel av norske elever på 8. og 4. trinn befinner seg
på laveste kompetansenivå i matematikk. Mange elever ligger dessuten
under det laveste definerte kompetansenivået.”
• ”Norske elever presterer svakest på områdene Tall på 4. trinn og Algebra
på 8. trinn . . . ”
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• ”Det har vært en nedgang i andelen elever på de høyeste kompetanse-
nivåene i Norge på 8. trinn i perioden fra 1995 til 2007 . . . ”
• ”Få eller ingen norske elever på 8. eller 4. trinn når avansert kompe-
tansenivå (høyeste nivå) i matematikk . . . ”
Hvordan skal det gå for disse elevene når de skal videre fra grunnskolen? Og
hvor mange av disse elevene vil kunne slutte seg til gruppen av spesialister
når de begynner i den videregående skolen? Jeg ser litt på resultatene fra
TIMSS Advanced 2008 når jeg analyserer oppgaver i kapittel 4.4.
3.2 Oppgaveutvikling
For at oppgavene i TIMSS skal kunne brukes til internasjonal sammenlig-
ning er det viktig at alle oppgavene dekker et ”internasjonalt” pensum, og at
de fungerer teknisk godt [Lie et al., 1997]. I rapporten er gjengitt følgende
kriterier for at en oppgave skal fungere godt:
• Minst 25% av elevene skal ha svart riktig.
• Oppgaven skal være relevant i forhold til hva som undervises i mer enn
70% av landene.
• Færre enn 30% av landene skal ha foreslått oppgaven fjernet.
• De som svarer riktig på oppgaven, bør skåre høyere på testen som helhet
enn elever med gale svar.
Oppgavene som brukes i undersøkelsen har gjennomgått en lang prosess, hvor
en god del oppgaver fra tidligere undersøkelser først ble plukket ut for kate-
gorisering. En komité skulle således samle et stort nok utvalg til utprøvning
av oppgaver. For å kvalitetssikre oppgavene gjennomgår de én, gjerne to pi-
loteringer. Den første utprøvingen av oppgavene ble gjennomført for popula-
sjon 2 våren 1993 [Lie et al., 1997] i alle deltakerlandene. Aktuelle oppgaver
herfra ble plukket ut til generalprøven våren 1994. De av oppgavene som
tilfredsstilte kriteriene for å fungere godt ble satt sammen til den endelige
oppgavesamlingen i TIMSS. Etter hvert som oppgavene er brukt i testene
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fjernes noen av oppgavene, og nye kommer til.
Tradisjonelt har det vært brukt flervalgsoppgaver i store undersøkelser (ibid.).
For slike oppgaver er rettingen forholdsvis enkel, og det er det mulig å teste
elever i flere oppgaver, og således få dekket et bredere spekter av emnet
man ønsker å undersøke. Flervalgsoppgaver er enkle å standardisere, og hvis
hver distraktor representerer en misoppfatning kan man lett se hvilke mis-
oppfatninger som er de mest vanlige. Ved å kunne bruke flere oppgaver får
resultatene fra testene også høyere reliabilitet. Flervalgsoppgaver kan dog ikke
vise alle sider ved elevenes kunnskaper, og fra TIMSS 1995 ble det innført
åpne oppgaver i tillegg til flervalgsoppgavene.
3.2.1 Utvikling av koder for åpne oppgaver
Oppgavene i TIMSS er konstruert slik at det er mulig å få diagnostisk in-
formasjon om de løsningsstrategiene som elevene kan ha brukt for å løse
den enkelte oppgaven. I forbindelse med innføring av åpne oppgaver ble det
nødvendig å utvikle et kodesystem som skulle brukes for å kunne registrere
svarene. Disse kodene skulle avspeile det som var et av målene med TIMSS:
Å ”få innsikt i hvordan elevene har tenkt, hvilke løsningsstrategier de har
brukt og eventuelle alternative forestillinger” (s. 13). Det var ikke nok å kode
for ”rett” og ”galt”. Til hver oppgave ble det utviklet et tosifret kodesystem.
Første siffer i koden angir ”graden av riktighet”. Hvis oppgaven er korrekt
besvart med forklaring gir den to poeng (koder mellom 20 og 29), delvis rik-
tig svar gir ett poeng (koder mellom 10 og 19), mens oppgaver med galt eller
ikke svar gir null poeng. Galt svar vises med 7 (koder mellom 70 og 79), mens
9 betyr at eleven ikke har svart på oppgaven (kode 99). Andre siffer i koden
angir svartypen. Det var de vanligste typene feilsvar på generalprøven som
dannet grunnlag for kodene. En åpen oppgave kan med fordel brukes som en
flervalgsoppgave senere ved å bruke noen av feilsvarene som distraktorer.
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Kapittel 4
Metode
4.1 Materiale til utforskning
For å undersøke om diagnostiske oppgaver på noen måte kunne vært et red-
skap for læreren som vil hjelpe sine elever til å overkomme eventuelle mis-
oppfatninger i matematikk trengte jeg et oppgavesett og en gruppe elever som
jeg kunne avprøve oppgavene på. På et møte hvor jeg møtte mine veiledere
fikk jeg utlevert et eksemplar av den nyeste forskningsrapporten fra TIMSS
Advanced [Grønmo et al., 2010], som jeg straks begynte å lese. En av mine
medstudenter er lærer i R2 for en gruppe på 3. trinn på en videregående
skole på Østlandet, og tilbød meg å bruke denne gruppen til å teste det
diagnostiske potensialet til noen oppgaver. Dette passet meg glimrende siden
populasjonen i TIMSS Advanced nettopp er ”ekspertene” på 3. trinn.
Siden enkelte av elevene i min undersøkelse kunne være under 18 år på tids-
punktet for prøven ville det vært nødvendig å innhente samtykkeerklæring
fra foresatte hvis ikke elevene ble sikret anonymitet. Dette er et krav som
stilles til blant andre studenter som ønsker å gjennomføre prosjekter hvor
det vil bli behandlet personopplysninger [UiO, 2010]. Ingen av elevene i min
gruppe vil være identifiserbare ved å lese masteroppgaven min, verken direkte
eller indirekte, så det har ikke vært nødvendig for meg å sende melding til
personvernombudet (NSD) for å innhente tillatelse til oppstart av prosjektet
mitt. Læreren for min gruppe er, som elevene, anonym i min undersøkelse,
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og vil derfor bli omtalt som lektor Tørrdal her i metodekapitlet.
For ikke å risikere å gi elevene noen oppgaver som de ikke hadde forutset-
ninger for å løse, spurte jeg læreren om det var noen emner som ikke var blitt
gjennomgått ennå. Han sa da at han ikke hadde gjennomgått trigonometriske
funksjoner, og at de derfor ikke hadde grunnlag for å løse den typen oppgaver.
Da jeg kom til kapitlet med oppgaveanalysene i TIMSS Advanced-rapporten
nærleste jeg hver og en av oppgavene ved, i kronologisk rekkefølge, å
1. lese oppgaveteksten omhyggelig
2. studere eventuelle svaralternativer for oppgaven for å se om jeg umid-
delbart kunne se hvordan man kunne komme fram til det
3. løse oppgaven
4. prøve å løse oppgaven ved bruk av feil metoder som jeg forestilte meg
at elever med forskjellige misoppfatninger kunne ta i bruk for å løse
oppgaven
5. sammenligne mine feilsvar med oppgavens distraktorer
6. eventuelt prøve å løse oppgaven på andre ”merkelige” måter, både for
å komme til eksisterende distraktorer, og for eventuelt å finne nye
7. sammenligne norske resultater for 1998 og 2008
8. sammenligne norske og internasjonale resultater (som de er i den norske
2008-rapporten)
9. lese oppgaveanalysen i den norske 2008-rapporten
I begynnelsen da jeg leste i TIMSS Advanced-rapporten var jeg ikke sikker på
hva jeg søkte, men etter hvert som jeg fikk løst oppgavene og lest analysene av
dem gikk det opp for meg: — Jeg ville undersøke noen av de oppgavene hvor
norske elever i 2008 skåret lavt i forhold til hva de internasjonale resultatene
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viste, og også gjerne noen av de oppgavene hvor resultatene viser en faglig
tilbakegang for de norske elevene i 2008 sammenlignet med den tilsvarende
TIMSS Advanced-studien som ble gjort her i 1998 (oppgavene som ble gitt i
Norges 1998-studie er de samme som i den internasjonale studien i 1995).
De fleste av de landene som Norge sammenlignes med deltok i de inter-
nasjonale studiene både i 1995 og 2008. Norge sammenlignes også med Neder-
land, som dog kun deltok i 2008-studien. De andre landene som deltar i
TIMSS Advanced har ikke deltatt i begge undersøkelsene i matematikk, eller
de har deltatt med så få deltakere at det ikke er grunnlag for å sammenligne
resultatene. I den norske TIMSS Advanced-rapporten [Grønmo et al., 2010]
sammenlignes 1998- og 2008-resultatene for de norske elevene med 2008-
resultatene fra referanselandene. I 2008-rapporten er referanselandene Sverige,
Italia, Slovenia og Nederland. I rapporten er i tillegg også oppført det inter-
nasjonale gjennomsnittet for 2008-studien.
I den norske TIMSS Advanced-rapporten [Grønmo et al., 2010] er matema-
tikkoppgavene fordelt etter innholdskategorier som er definert av ramme-
verket for TIMSS Advanced 2008. I forbindelse med utgivelsen av den norske
rapporten er det frigitt 11 oppgaver innenfor innholdskategorien algebra,
innenfor kategorien kalkulus er det frigitt 14 oppgaver, og innenfor geometri
er det frigitt 10 oppgaver. Noen av oppgavene er trendoppgaver, andre er nye.
Mer om oppgavene i TIMSS Advanced finnes i kapittel 3 om internasjonale
komparative undersøkelser. Siden jeg bare skulle skrive en masteroppgave,
mente mine veiledere at det totale antallet oppgaver til utprøvning ikke burde
overstige tre til fem.
Mens jeg leste gjennom oppgaveanalysene i TIMSS Advanced-rapporten noter-
te jeg ned de oppgavene som jeg syntes kunne være interessante å se nærmere
på, og som kunne egne seg for bruk i min undersøkelse. Etter hvert satte jeg
opp noen kriterier som jeg ville legge til grunn for utvelgelsen av oppgaver
fra rapporten;
• norske elever skårer dårligere i 2008 enn flertallet av referanselandene
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• resultatene viser faglig tilbakegang fra 1998 til 2008 for norske elever
(gjelder bare hvis oppgaven er en trendoppgave)
• både flervalgsoppgaver og åpne oppgaver skulle være representert, og
• det ferdige oppgavesettet skulle inneholde oppgaver fra alle tre inn-
holdskategorier i TIMSS Advanced (algebra, kalkulus og geometri)
Etter først å ha nærlest alle de frigitte oppgavene hadde jeg et utvalg som
mer eller mindre oppfylte mine kriterier. De som ikke oppfylte alle kriteriene
viste på annet vis funn som jeg syntes var interessante å se nærmere på. For
så å kunne bestemme én flervalgsoppgave og én åpen oppgave måtte jeg se
nærmere på oppgaveanalysene for å undersøke hva de hver især kunne bidra
med av informasjon.
4.2 Valg av oppgaver
Etter første gjennomsyn av algebraoppgavene besto utvalget mitt av tre
flervalgsoppgaver og tre åpne oppgaver. Alle flervalgsoppgavene var trend-
oppgaver hvor resultatene viste at norske elever hadde lavere skår i 2008
i forhold til studien i 1998. Kun én av flervalgsoppgavene oppfylte mitt
ønske om at norske elever skulle skåre lavere enn alle referanselandene i
2008. I denne oppgaven har norske elever en skår på 29 i 2008 mot 51 i
1998 [Grønmo et al., 2010], hvilket er en klar tilbakegang. Den internasjonale
snittskåren for riktig svar ligger på 64, altså mer enn den dobbelte av skåren
for de norske deltakerne i studien. En annen ting, som jeg syntes var interes-
sant, var at den distraktoren som hadde nest mest interesse blant elevene
internasjonalt var det svaralternativet som var mest attraktivt hos de norske
elevene. Norske elever syntes altså at den mest attraktive distraktoren inter-
nasjonalt var mer attraktiv enn selve nøkkelen til oppgaven. Andelen av
”ikke svart” har dessuten økt fra 1998 til 2008. Dette tilsammen gjorde at jeg
valgte å bruke denne oppgaven. I den skal elevene komponere en sammen-
satt funksjon, internasjonalt er den kategorisert som en oppgave på enkelt
kompetansenivå. Oppgave 1 er vist på side 87.
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Av de åpne algebraoppgavene var bare den ene en trendoppgave hvor norske
elever har vist en tilbakegang fra 1998 til 2008. De to andre var nye oppgaver
hvor norske elever skårer lavere enn alle referanselandene i 2008. Mitt valg
falt på en ny oppgave fordi norske elever på denne hadde lavere skår enn
alle referanselandene, og i tillegg hadde en høyere andel av ”ikke svart” enn
”riktig svar” (ibid.). Norge skårer 16 på riktig svar mens skåren for feil svar
er på hele 64, langt over den internasjonale snittskåren for riktig svar som
ligger på 45. Valget falt derfor lett på denne oppgaven. Dette er en oppgave
av middels kompetansenivå hvor elevene skal løse en ulikhet med brøk. Opp-
gave 2 er vist på side 88.
Under innholdskategorien kalkulus hadde jeg først et utvalg på fem flervalgs-
oppgaver og fire åpne oppgaver. Også her måtte jeg bestemme meg for høyst
to oppgaver, som helst også skulle fordeles på en av hver oppgavetype. Av
flervalgsoppgavene i utvalget mitt var to av dem trendoppgaver hvor norske
elever skårer lavere i 2008 enn de gjorde i 1998-studien. I de tre oppgavene
som var nye i 2008 skårte norske elever lavere enn alle referanselandene. Den
oppgaven som valget falt på var en av trendoppgavene. Den viste at norske
elever hadde en markant tilbakegang fra en skår på 40 i 1998 til 22 i 2008,
hvilket svarer til nesten en halvering (ibid.). Den mest attraktive distraktoren
har en skår på hele 21 i Norge, nesten like høy som skåren for riktig svar. Den
internasjonale snittskåren for riktig svar ligger på 44 for denne oppgaven, alt-
så dobbelt skår i forhold til de norske elevene. I oppgaven skal elevene finne
den deriverte av en funksjon ved bruk av kvotientregelen og kjerneregelen.
Oppgaven kan også løses ved å bruke produktregelen. Formel for kjernerege-
len og produktregelen var gitt sammen med oppgavene. Jeg syntes at dette
kunne være spennende å se på, jeg valgte derfor å bruke denne oppgaven i
min undersøkelse. Oppgave 3 kan ses på side 89.
Av de fire åpne kalkulusoppgavene var den ene en trendoppgave hvor norske
elever viser en faglig tilbakegang fra 1998 til 2008. Av de tre nye oppgavene
syntes jeg at den ene var interessant fordi norske elever hadde en høyere andel
”ikke svart” enn alle referanselandene, den andre viste at norske elever hadde
lavere skår på riktig svar enn alle referanselandene, og den siste var interes-
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sant fordi de norske elevene, som de eneste blant de vi sammenligner oss med
(inkludert det internasjonale snittet), hadde høyere skår på ”galt svar med
riktig regel brukt” enn ”riktig svar”. Jeg valgte den sist nevnte oppgaven som
min oppgave 4 selv om den er ny, fordi jeg synes at det er trist at en så stor
del av elevene ikke får manipulert seg fram til riktig svar selv om de bruker
riktig regneregel. Skåren for riktig svar ligger på 29 for norske elever, hvilket
er klart under den internasjonale snittskåren på 55, kun Sverige skårer lavere
enn Norge, med en skår på 20 (ibid.). Hele 33 % av de norske elevene fikk
galt svar selv om de brukte kvotientregelen. I oppgaven skal elevene derivere
en brøk, men til forskjell fra den forrige oppgaven krever den ikke kjennskap
til bruk av kjerneregelen. Oppgave 4 kan ses på side 90.
Da jeg var ferdig med å løse oppgavene innenfor innholdskategorien geometri
hadde jeg et utvalg på tre flervalgsoppgaver og to åpne oppgaver. To av
flervalgsoppgavene var trendoppgaver som begge viste at norske elever hadde
en tilbakegang fra 1998 til 2008. I den ene oppgaven skårte Sverige lavere
enn Norge, og i den andre skårte Slovenia lavere. Den tredje av flervalgs-
oppgavene var ny, og her skårte norske elever lavere enn alle andre land. Den
ene av de åpne oppgavene var ny, og på denne oppgaven skårte de norske
elevene markant dårligere enn alle referanselandene når det gjalt å svare rik-
tig med henvisning til stigningstall. Det var lav skår for referanselandene
på å ha riktig svar med bruk av annen begrunnelse, mens skåren for norske
elever her var 4 ganger høyere. Den andre åpne oppgaven er en trendoppgave
hvor resultatene viser noe tilbakegang for de norske elevene fra 1998 til 2008.
Selv om norske elever skårer høyere enn de svenske på ”riktig svar” og høyere
enn svenske og italienske elever på ”delvis riktig svar”, har norske elever bare
halve skåren av det internasjonale gjennomsnittet for ”riktig svar”. Det ble
til at jeg kun valgte den sistnevnte av geometrioppgavene for ikke å sitte
igjen med for mange oppgaver til elevene. Hvis de kun skulle bruke én under-
visningstime på å løse oppgavene, syntes jeg at det var greit at de hadde
tid nok til å rekke å prøve seg på alle oppgavene i oppgavesettet. Jeg syntes
at denne oppgaven var mest spennende fordi ”riktig svar”-skåren for norske
elever viste en tilbakegang i 2008 i forhold til resultatene fra 1998. Skåren
for de norske elevene var i 2008 på 15, bare halvparten av det internasjonale
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gjennomsnittet, i 1998 lå det på 22 (ibid.). Skåren for ”delvis riktig svar”
viste også en klar tilbakegang, fra 13 i 1998 til 7 i 2009. Oppgaven er en
bevisoppgave som kun svenske elever presterte dårligere enn de norske på.
Oppgaven er nummer 5 i mitt oppgavesett, og er vist på side 91.
4.3 Møtet med elevene
Uken innen elevene skulle få oppgavesettet ble jeg presentert for dem av deres
lærer. Som introduksjon trakk han fram at de jo var klar over at han stu-
derte på Universitetet på Blindern, og at jeg var en av hans medstudenter
som også skulle bli lærer på videregående, og derfor skulle skrive en master-
oppgave om matematikk. Han fortalte at jeg var spesielt interessert i å se
hvilke problemer elever kan ha med oppgaveløsing innen matematikken, og
at jeg hadde laget et sett med oppgaver som jeg hadde lyst til å bruke for å
undersøke dette nærmere. Han mente at elevene ville bli mer motivert til å
gjøre sitt beste for å løse oppgavene hvis de fikk denne informasjonen. Grup-
pen ble informert om at jeg skulle vikariere for læreren i en time uken etter.
I den timen skulle de ikke få ordinær undervisning, men de ville få utlevert
mitt oppgavesett som besto av oppgaver som inneholdt noe av det som de
skal kunne på slutteksamen til sommeren. Det var ikke tale om at de skulle
få en prøve, de skulle bare løse noen oppgaver slik at jeg kunne se hvordan
de gjorde det. De fikk beskjed om at oppgavene skulle løses uten bruk av
hjelpemidler, ”fordi det ikke trengs til denne typen oppgaver” (sitat: Lektor
Tørrdal). De ble også informert om at oppgavebesvarelsene fra dem skulle
være en del av mitt masterprosjekt, og mange av elevene viste en positiv
innstilling til at de skulle være med i ”noe som var så viktig”. Lektor Tørrdal
informerte også om at testen skulle være anonym, men at han ville få høre
hvordan det hadde gått for dem slik at han kunne ta opp i klassen, det som
kanskje var problematisk for noen, for ”det er dumt å sitte med de samme
problemene til eksamen” (ibid.). I resten av timen var det ordinær undervis-
ning.
Jeg hadde samlet oppgavesettet i et hefte med en forside hvor elevene skulle
skrive sine navn, med hver oppgave på venstre side, og høyre side blank slik
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at det var god plass til å føre løsningene inn i heftet. Jeg ønsket at de skulle
skrive sine navn på oppgavesettet slik at jeg kunne se om det var noen sig-
nifikant forskjell i prestasjonene for guttene og jentene i gruppen. Forsiden
er vedlagt på side 85. Den dagen som jeg skulle vikariere for lektor Tørrdal
møtte det opp 23 elever, 12 jenter og 11 gutter, de var da den gruppen som
jeg brukte for å undersøke mitt oppgaveutvalg. Innen jeg ga elevene opp-
gavesettet forklarte jeg dem at heftet inneholdt fem oppgaver, hvor noen var
flervalgsoppgaver, det vil si oppgaver hvor de skal krysse av for riktig svar, og
så var det noen åpne oppgaver hvor det ikke er gitt noen svaralternativer. De
fikk beskjed om at det var viktig at de skrev ned alt som de kom på, uansett
hvor viktig de selv syntes at det var. Jeg sa at jeg gjerne ville se alle deres
mellomregninger fordi jeg var interessert i å vite hva de tenkte mens de løste
oppgavene. Dette gjaldt for både flervalgsoppgavene og de åpne oppgavene.
For at elevene skulle løse oppgavene nesten under de samme forutsetningene
som hvis det var en TIMSS Advanced-undersøkelse, fikk de utdelt et formel-
ark sammen med oppgavesettet med beskjed om at de kanskje ville få bruk
for noen av formlene. Formelarket inneholdt formler som de ville kunne få
bruk for ved løsing av oppgavene, arket er vedlagt på side 86. Da de fikk ut-
delt oppgavesettet var det én av elevene som ble overrasket over at de skulle
skrive navn på oppgaveheftet siden undersøkelsen skulle være anonym. De
andre i gruppen sa da at det ikke var noe å være redd for, siden deres lærer
kun ville få det samlede resultatet for hvordan det hadde gått for klassen.
Eleven reagerte med å kaste et kort blikk på meg, og sette seg ned. Heretter
ble det stille i klasserommet, og alle begynte å løse oppgavene. Det viste seg
senere at det ikke var noen signifikant forskjell på besvarelsene fra guttene
og jentene, men jeg ser at jeg i stedet for å be elevene om å skrive sine navn,
kunne hatt avkryssing for kjønn.
På veien hjem leste jeg fort oppgavebesvarelsene igjennom for å danne meg
et inntrykk av hvor elevene kunne ha problemer. Én av elevene hadde levert
en besvarelse som jeg som lærer ville vært stolt av, mens det var noen av be-
svarelsene som hadde et noe dårlig resultat. Jeg nevnte dette for læreren som
ikke var overrasket over resultatet, ”det var akkurat som jeg hadde forestilt
meg” (sitat: lektor Tørrdal), var hans kommentar. Denne kommentaren får
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meg til å tro at elevene har prøvd å gjøre sitt beste da de løste oppgavesettet
som jeg hadde satt sammen til dem.
4.4 Analyse av oppgavebesvarelser fra elevene
For å kunne sammenligne mine resultater med de internasjonale, prøvde jeg
å gå igjennom oppgavebesvarelsene slik at jeg kunne kode hver av mine opp-
gaver med de samme kodene som er brukt i den norske TIMSS Advanced-
rapporten [Grønmo et al., 2010]. Jeg har skrevet om kodesystemet i TIMSS
Advanced i kapittel 3. Flervalgsoppgavene har enkel koding i form av ”riktig
svar” og ”feil svar” (ibid.), mens de åpne oppgavene i tillegg har forskjellige
kodinger som forteller om ”brukt metode”. I den svenske TIMSS Advanced-
rapporten for studien som ble foretatt i 2008 [Skolverket, 2009] fant jeg de
internasjonale kodene til de frigitte åpne oppgavene i tabellform. For å regi-
strere flervalgsoppgavene lagde jeg egne tabeller med de fem svaralternativene
samt en kategori for ”ikke svart”. De fem tabellene med koder som jeg brukte
til å registrere besvarelsene etter er vedlagt fra side 128.
Etter å ha rettet og kategorisert alle besvarelsene fra elevene, registrerte
jeg dem i SPSS slik at jeg, for hver av oppgavene, kunne lage
• en tabell for prosentvis svarfordeling for min gruppe
• en tabell for prosentvis fordeling av svaralternativer for Norge 1998
(bare hvis oppgaven er en trendoppgave), for Norge, min gruppe, Sverige,
Italia, Slovenia, Nederland og internasjonalt 2008, og
• ett diagram for lettere å kunne sammenligne resultatene for min gruppe
med dem i den norske TIMSS Advanced-rapporten
De fem tabellene med svarfordelinger (besvarelsesfrekvensene) for min gruppe
genererte jeg i SPSS, én for hver oppgave. Tabellene for svarfordelingen
kan ses på side 130. Jeg førte så inn mine besvarelsesfrekvenser med dem
fra den norske TIMSS Advanced-rapporten i Excel, disse tabellene er i en
tabellform lik den som er brukt i den norske TIMSS Advanced-rapporten
[Grønmo et al., 2010], tilføyet en kolonne til mine resultater. Slik var det lett
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for meg å føre inn mine resultater sammen med dem fra rapporten, og siden
sammenligne dem. Tabellene er vist på side 131. Fra disse tabellene gene-
rerte jeg, for hver av mine oppgaver, et diagram som viser 1998-resultatene
fra Norge (hvis oppgaven er en trendoppgave) sammen med 2008-resultatene
fra Norge, min gruppe, Sverige, Italia, Slovenia, Nederland og internasjonalt.
Diagrammene er vist fra side 132.
Endelig hadde jeg fått samlet materiale slik at jeg kunne begynne sammen-
ligningen av mine resultater med de norske fra 1998 og 2008, og de inter-
nasjonale fra 2008.
4.4.1 Tolkning av analyseresultatene fra oppgave 1,
side 87
Denne oppgaven er en trendoppgave som faller inn under typen flervalgs-
oppgave. Det betyr at elevene kan gjette seg til svaret hvis de ikke vet hvor-
dan de skal gripe an oppgaven. Av diagrammet med besvarelser for oppgave 1
som er vist på side 132, ses det lett at skåren for valg av riktig svaralternativ
hos min gruppe er tilnermet lik den for de norske elevene i 2008, men lavere
enn den var for Norge i 1998 og alle referanselandene i 2008. Svaralternativ A
går igjen som den mest populære distraktoren hos alle testgruppene. I tillegg
er skåren for min gruppe like høy for å levere blankt som den er for å svare
riktig. Ingen av de internasjonale referansegruppene har like høy skår for å
levere blankt, heller ikke Norge. Jeg lurer på om mange av elevene i min
gruppe som ikke svarte kanskje ikke visste hvordan de skulle gå fram for å
løse oppgaven. — Gir elevene i denne gruppen opp for lett?
Ved et raskt gjennomsyn av oppgavebesvarelsene ser jeg at flesteparten av
elevene med galt svar bruker egne regneregler for å manipulere uttrykket,
derfor velger jeg å se nærmere på elevbesvarelsene for denne oppgaven, dette
gjør jeg fra side 45.
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4.4.2 Tolkning av analyseresultatene fra oppgave 2,
side 88
Dette er en ny oppgave, så av norske prestasjoner kan vi kun sammenligne
med dem fra 2008-studien. Oppgaven er av typen åpen, hvilket betyr at den
ikke har noen distraktorer, og dermed er det ingen svar som kan gi elevene en
pekepinn i retning av hva de skal komme fram til. I tillegg krever oppgaven
også at eleven vet når han eller hun har funnet svaret. Av diagrammet med
besvarelser for oppgave 2, vist på side 132, ser jeg at skåren for riktig svar
for min gruppe er litt høyere enn den var for Slovenia, dobbelt så høy som
for Norge i 2008, og likt med de svenske elevene. Som det eneste landet blant
referanselandene, har Italia høyere skår for kategorien ”riktig svar” enn for
”galt svar”. Når jeg tar forbehold for at min gruppe er veldig liten i forhold til
de gruppene som jeg sammenligner den med, tror jeg ikke at akkurat disse
forskjellene er så markante.
Ved et raskt gjennomsyn av oppgavebesvarelsene for oppgave 2 ser jeg at
de feilene som flesteparten av elevene i min gruppe gjør her, er forskjellige
fra de feilene som ble gjort i oppgave 1. Oppgavebesvarelsene fra denne opp-
gaven velger jeg å ikke se nærmere på i forbindelse med skriving av min
masteroppgave.
4.4.3 Tolkning av analyseresultatene fra oppgave 3,
side 89
Denne oppgaven er, i likhet med oppgave 1, en lukket trendoppgave. Selv om
diagrammet med besvarelser for oppgave 3, side 133, viser at min gruppes
skår for ”ikke svart” er mye høyere enn for alle dem jeg sammenligner gruppen
med, er skåren for riktig svar for min gruppe nesten like høy som den var for
de nederlandske elevene i 2008 (52 mot 55), og høyere enn alle de andre som
jeg sammenligner med. I tillegg er det ingen i min gruppe som valgte den
distraktoren som de andre fant mest attraktiv. Feilsvarene domineres av at
elevene bruker egne regneregler, slik jeg så det i besvarelsene på den første
oppgaven i settet. Jeg synes at dette er noen interessante resultater, slik at
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jeg kommer til å se nærmere på oppgaveresultatene for denne oppgaven fra
side 52.
4.4.4 Tolkning av analyseresultatene fra oppgave 4,
side 90
Dette er en åpen oppgave som er ny i 2008. Når jeg sammenligner resul-
tatene fra min gruppe er det derfor kun med resultatene fra 2008-studien.
I den norske TIMSS Advanced 2008-rapporten [Grønmo et al., 2010] er ko-
dene til denne oppgaven delt opp i ”Riktig svar”, ”Galt svar: Kvotientregelen
er brukt, men svaret er galt”, ”Andre gale svar” og ”Ikke svart”. Når jeg ser på
diagrammet med besvarelser for oppgave 4, vist på side 133, kan det virke som
at min gruppe har prestert ganske bra, nesten dobbelt av den norske skåren,
og litt over den internasjonale snittskåren. Kun Italia og Slovenia presterer
litt bedre enn min gruppe. Det kan se ut som at norske elever generelt leverer
flere gale besvarelser ved å bruke kvotientregelen, enn gale svar ved å bruke
andre metoder, den internasjonale snittskåren viser det omvendte. Dette kan
tyde på at norske elever vet at de skal bruke kvotientregelen, men at de ikke
kommer videre derfra. Av referanselandene er det kun Nederland som ser ut
til å ha det samme problemet. Også for denne oppgaven domineres feilsvarene
for min gruppe av at de bruker egne regneregler. Dette kan det være interes-
sant å se nærmere på, kanskje feilene de gjør er av samme type som i de to
andre oppgavene som jeg har valgt å se nærmere på. Jeg presenterer analysen
av denne oppgaven fra side 63.
4.4.5 Tolkning av analyseresultatene fra oppgave 5,
side 91
Den siste av mine oppgaver i oppgavesettet er en trendoppgave hvor elevene
skal produsere et geometrisk bevis. Her synes jeg umiddelbart ikke at det er
så mye interessant å si ut ifra diagrammet med resultatene vist på side 134.
Det kan se ut som at min gruppe ikke presterer veldig ulikt det som norske
elever gjorde i 2008, selv om de har en større andel gale svar i forhold til
ikke å ha svart. Dette kan skyldes at elevene i min gruppe har hatt bedre tid
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til oppgavene enn de ville hatt i en TIMSS-undersøkelse. Denne oppgaven er
strukturelt ulik de oppgavene som jeg ellers har valgt å se på, det samme
gjelder de problemene som elevene i min gruppe har ved løsing av den, så jeg
kommer ikke til å se nærmere på denne oppgaven i forbindelse med skriving
av min masteroppgave.
4.4.6 Oppsummering av valg av oppgaver til analyse
Etter å ha sett nærmere på oppgavebesvarelsene fra de fem oppgavene i
oppgaveheftet er jeg kommet fram til at jeg vil se nærmere på oppgavene 1,
3 og 4. Felles for disse tre oppgavene er at flesteparten av elevene som svarer
galt i disse oppgavene bruker egne regneregler for å manipulere de algebraiske
uttrykkene som de utleder.
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Kapittel 5
Presentasjon av
oppgavebesvarelsene
Motivasjonen for å velge de fem oppgavene som ble samlet i et oppgavesett
til avprøvelse på 13. trinn var at forskningsrapporter melder om sviktende
kunnskaper innen matematikk i den norske skolen [Grønmo et al., 2010]. Av
de fem oppgavene har jeg nå valgt å se nærmere på tre av dem. Det er
flere grunner til at jeg har valgt å se nærmere på akkurat disse tre: Alle
tre oppgaver omhandler funksjonsbegrepet, resultatene fra dem er derfor lett
sammenlignbare, og sammen synes jeg de er gode eksempler på oppgaver
som viser hvordan elevene i min gruppe manipulerer uttrykkene algebraisk.
Dette synes jeg er interessant siden det i de norske forskningsrapportene fra
internasjonale undersøkelser som PISA, TIMSS og TIMSS Advanced, trekkes
fram resultater som tyder på at norske elever har sviktende kunnskaper i net-
topp algebra [Grønmo et al., 2010]. Annen utenlandsk forskning peker på at
sviktende algebrakunnskap kan henge sammen med dårlig kunnskap i arit-
metikk eller manglende forståelse for algoritmen som brukes i algebra, f. eks.
[Booth, 1988]. At de fem nå er blitt til tre begrunnes ved min mistanke om
sviktende algebrakunnskaper hos elevene som løste oppgavene i mitt opp-
gavesett.
De tre oppgavene som jeg presenterer besvarelsene på, er oppgave 1, 3 og 4
fra mitt oppgavesett. Oppgavene er i den norske TIMSS Advanced-rapporten
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(ibid.) kategorisert under henholdsvis algebra, kalkulus og kalkulus, med én
representant for sammensatt funksjon og to for derivasjon av funksjoner.
Oppgavene tar alle utgangspunkt i funksjoner i én variabel og av første grad,
og manipulasjonene som kreves for å løse oppgavene er av algebraisk karakter.
Den sammensatte funksjonen og den ene av funksjonene som skal deriveres er
flervalgsoppgaver med fem svaralternativer, mens den siste funksjonen som
skal deriveres er en åpen oppgave. Jeg har valgt å presentere hver oppgave
for seg, hvor jeg først presenterer oppgaven som ble gitt elevene, med en kort
forklaring av hva oppgaven går ut på, sammen med svaralternativene som er
gitt til flervalgsoppgavene. Heretter regner jeg oppgaven slik jeg ville regnet
den. For de av oppgavene, hvor jeg ser alternative måter å løse oppgaven
korrekt, har jeg vist disse også. Av de korrekte elevbesvarelsene trekker jeg
fram noen av de jeg synes er interessante. For hver av distraktorene diskute-
rer jeg hva de hver især kan representere av misoppfatninger, jeg gjør dette
i fallende orden etter popularitet hos elevene i min gruppe. På grunnlag av
de distraktorer som min gruppe har funnet attraktive i sine besvarelser ut-
fører jeg en tilsvarende beregning. I mine beregninger som baseres på feil
eller misoppfatninger har jeg tydeliggjort feilene som kan framkomme ved
at man regner feil eller har den aktuelle misoppfatningen, ved å sette inn
6= i stedet for = i regnestykket. Av de besvarelser fra elevene som er feil vil
jeg trekke fram noen eksempler som jeg synes er interessante representanter
for misoppfatningene. Når jeg henviser til elevsvarene blir disse sitert så pre-
sist som mulig ut fra hva eleven selv har skrevet i sin besvarelse. Videre vil
jeg se litt nærmere på de distraktorene som ikke har vært aktuelle alterna-
tiver for min gruppe, diskutere hvilke misoppfatninger de kan representere,
og se nærmere på likheter og ulikheter mellom data for min gruppe og de
nasjonale og internasjonale resultatene. Til slutt vil jeg diskutere alternative
distraktorer for hver av de lukkede oppgavene, og foreslå distraktorer til den
åpne oppgaven. Alle elevbesvarelsene jeg omtaler er i vedlegg B. Besvarelsene
ligger i elevnummer-rekkefølge, dernest i oppgaverekkefølge.
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5.1 Oppgave 1
Sammensatt funksjon
For funksjonene f og g, som er definert ved f(x) = x− 1 og g(x) = (x+ 3)2,
skal elevene finne g(f(x)). Oppgaven er en av trendoppgavene. Den er en
flervalgsoppgave som hører inn under TIMSS-katagorien algebra, med fem
svaralternativer; et korrekt svar og fire distraktorer. I min oppgavetekst bes
eleven om å vise framgangsmåten ved løsing av oppgaven. De fem svaralter-
nativene er oppgitt som følger:
A (x− 1)(x+ 3)2
B (x + 3)2 − 1
C (2x− 2)2
D (x+ 2)2
E x2 + 8
Ved korrekt regning vil man finne den sammensatte funksjonen g(f(x)) ved
å bruke uttryket for f istedet for x i uttrykket for g. Regning på dette gir
g
(
f(x)
)
= g
(
x− 1
)
−setter inn f(x) = x− 1
=
(
(x− 1) + 3
)2
−bruker g(x) = (x+ 3)2
=
(
x− 1 + 3
)2
−fjerner den innerste parentes
=
(
x+ 2
)2
−regner ut og kommer fram til svaret
Dette svarer til at alternativ D er korrekt. Av elevene i min populasjon på 23
var dette det mest populære svaralternativet, det var sju (30% av klassen)
som valgte dette alternativet. Like mange valgte å ikke svare.
45
Det svaralternativet som var nestmest attraktivt var svaralternativ A, dette
ble valgt av seks (26%) av 23 elever. Svaralternativet representerer at g(f(x))
tilsvarer å multiplisere de to funksjonene:
g
(
f(x)
) 6= f(x) · g(x) −multiplikasjon
= (x− 1) · (x + 3)2 −bruker f(x) = x− 1 og g(x) = (x + 3)2
Av de seks elevene som valgte svaralternativ A er det tre av dem som tydelig
gir uttrykk for at de vil finne g(f(x)) som f(x) · g(x).
Elev 18 har skrevet ”Fordi du skal gange g med F(x)”, og satt ring rundt
svaralternativ A i sin besvarelse. En interessant ting ved besvarelsen er at
det kan se ut som at eleven synes at dette svaret er mest sannsynlig, selv
om eleven har løst opp parentesen i g(x), det står ”(x− 1) x2 + 6x+ 9” midt
på siden. Det ser ut som at eleven har hatt en anelse om at uttrykket for
f(x) skulle inn for x i uttrykket for g(x) siden det står ”(x − 1)” rett foran
et svakt x2 i uttrykket som er strøket over, som om eleven prøver seg fram
for å se hva som skjer ved regning på uttrykket. Kanskje dette så ble strøket
over fordi resultatet ikke liknet nok på svaralternativene. Det kan da se ut
som at oppløsingen av parentesen har gjort det vanskelig å se hvordan det
skulle være mulig å komme fram til et svar som er blant de representerte i
oppgaven. Besvarelsen fra eleven er vist på side 109.
Elev 6 viser i sin besvarelse at de to funksjonene skal multipliseres. Denne
eleven ser ut til å være litt mer sikker i sitt valg av løsning. I det leverte
oppgavesettet har eleven visket ut utregningen av
g(f(x)) = f(x)g(x)
= (x− 1)(x + 3)2
= (x− 1)(x + 3)(x+ 3)
= (x− 1)(x2 + 3x+ 3x + 9)
=
bare g(f(x)) = f(x)g(x) = (x − 1)(x + 3)2 står igjen i besvarelsen. Det
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endelige valget faller altså på at funksjonene skal multipliseres. Det som jeg
synes er spesielt interessant ved besvarelsen er at jeg får inntrykk av at eleven
har en oppfatning om at regnefølgen er f(x) før g(x), siden dette uttrykket
skrives først i utregningen, slik det omtales av Booth i [Booth, 1988]. Ellers
kunne eleven like gjerne ha skrevet g(f(x)) = g(x)f(x) i sin besvarelse. Kan-
skje eleven ikke er helt trygg på indre og ytre funksjoner? Besvarelsen fra
eleven er vedlagt, se side 96.
De tre siste elevene av de som valgte svaralternativ A bruker forskjellige
metoder for å komme fram til denne besvarelsen. Bevarelsen fra elev 23 bæ-
rer preg av at eleven er usikker eller gjetter seg til svaret. Det er satt en ring
rundt hver av svaralternativene A og B, men det er klusset over svaralter-
nativ B, som om eleven velger bort dette. Det at valget sto mellom de to
svaralternativene kan være at tallene 1 og 3 fra spørsmålet vises i begge disse
svaralternativene. Tallene 1 og 3 vises verken i svaralternativ C, D eller E.
Jeg får inntrykk av at eleven ikke har gjort bruk av tilfeldig gjetting, men
kan ha benyttet seg av eliminasjonsmetoden, og siden valgt bort alternativet
som virket minst sannsynlig, dette omtales av Sirnes i [Sirnes, 2005]. Eleven
kommenterer i tillegg at vedkommende ”ikke har så mye å si, men parante-
sene var ganske irriterende”. Besvarelsen er vedlagt, se side 117.
Elev 4 benytter korrekt metode for innsetting av uttrykket for den indre
funksjonen i begynnelsen av sin besvarelse; eleven setter inn uttrykket for f i
stedet for x’en i uttrykket for g, men prøver å løse opp andregradsparentesen.
Ved bruk av en egen algoritme for å multiplisere to parenteser sammen viser
eleven at (x − 1)2 = x2 + 12. Videre benytter eleven seg av en annen egen
algoritme for å omforme det framkomne uttrykket til svaralternativ A. Jeg
synes at den ene av misoppfatningene denne eleven ser ut til å ha er identisk
med (x + 1)2 = (x2 + 12) som representerer det Matz kaller ”generalisert
distribusjon” [Matz, 1982]. Selv om utgangspunktet for elevens utregning er
(x− 1)2, forestiller jeg meg at eleven kan ha tenkt at (−1)2 = +1 slik at reg-
nestykket blir(x − 1)2 = (x +−(1))2 = (x2 + (−1)2) = x2 + 1. I tillegg gjør
eleven et par regnefeil; 3(x − 1) = (3x − 1), og ved forenkling av uttrykket
får eleven −3 + 9 til å bli −6 i stedet for +6. Den første regnefeilen ser ut
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til å være en reell feil, ikke en misoppfatning, siden eleven ikke er konsekvent
med feil bruk av distribusjonsregelen ved multiplikasjon av 3 inn i parente-
sen. Jeg har inntrykk av at denne eleven har jobbet for å finne en løsning
på oppgaven, og kunne kanskje levert en korrekt besvarelse på oppgaven hvis
vedkommende hadde de grunnleggende aritmetikk- og algebrakunnskapene
på plass. Ved å begynne med å løse opp parenteser innenfra i steden for
utenfra hadde svaret vært der med én gang. Besvarelsen fra elev 4 er vedlagt
side 94. Også internasjonalt var dette svaralternativet den mest attraktive
distraktor, mens at Norge var det eneste landet hvor dette svaralternativet
var mere attraktivt enn det riktige svaret. Pedersen [Grønmo et al., 2010]
antyder at dette kan være et tegn på at ”kjennskap til formell notasjon vekt-
legges sterkere i referanselandene enn i Norge” (s. 69). Søylene for svaralter-
nativ A er framhevet i diagrammet på side 132.
Svaralternativ B var det færrest elever som valgte, kun tre av de 23 (13%).
Dette alternativet svarer til at eleven tror at g(f(x)) betyr at man skal sette
inn uttrykket for g(x) i f(x), kanskje fordi g står før f i oppgaven, slik at
beregningen blir som
g
(
f(x)
)
6= f
(
(x+ 3)2
)
−setter inn g(x) = (x+ 3)2
=
(
(x+ 3)2
)
− 1 = (x+ 3)2 − 1
Denne misforståelsen kommer kanskje av at elevene tror at regnefølgen er g
først, siden det står først i uttrykket g(f(x)). Denne misoppfatningen nevnes
også i Booth (1988) i forbindelse med elevers problemer med å se nød-
vendigheten av parenteser slik at elevene kanskje leser matematikken som
skulle det vært en vanlig norsk tekst. På denne måten kan jeg forestille meg
at det blir ”naturlig” for elevene å sette g(x) inn i uttrykket for f , i stedet
for å lese parentesene fra innerst til ytterst. Det som er underlig med disse
tre som har valgt svaralternativ B, er at alle disse elevene faktisk begynner
med riktig metode, mens ingen av dem setter inn uttrykket for g i uttrykket
for f , slik jeg har vist i beregningen hvor jeg brukte denne misoppfatningen.
Elevene skriver alle tre at g(f(x)) = g(x − 1). Det som skjer siden er at de
erstatter x’en i uttrykket (x+3)2 med x−1, og uttrykket blir til ((x−1)+3)2
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(som fortsatt er korrekt). Heretter tar elev 21 (side 113) og 26 (side 123) tal-
let −1 og flytter det utenfor parentesen, og får (x+ 3)2 − 1. Jeg antar at de
har en oppfattelse av at man kan gjøre dette fordi man kanskje ikke trenger
å ta hensyn til 1’eren inne i parentesen siden 12 = 1, og så kan man bare
flytte den utenfor. Det kan også være at elevene tror at det bare er ”lov” med
to ledd i en parentes, og siden 12 = 1, så gjør det kanskje ingen forskjell om
1’eren er innenfor eller utenfor. Disse ideene ville blitt be- eller avkreftet ved
å ha en samtale med de pågjeldende elevene omkring dette. Ved å bruke en
blandet undersøkelsesmetode er det lettere å finne ut hvordan eleven tenker
ved løsing av oppgaven. Etter å ha sett elevens løsning, kan man be eleven
forklare framgangsmåten og de tankene som eleven har rundt løsing av den
spesifikke oppgaven. Ved å benytte seg av ideene bak diagnostisk undervis-
ningsmetode vil læreren kunne bestemme om eleven har en misoppfatning,
og eleven ville blitt gjort oppmerksom på misoppfatningen og samtidig fått
rettet opp på denne, som nevnt av Brekke i [Brekke, 2002]. Elev 22 ser ut
til også å ha misoppfatningen som Matz kaller ”generalisert distribusjon”
[Matz, 1982]. Eleven ”løser” opp den ytterste parentesen i ((x − 1) + 3)2 på
følgende måte: ((x− 1) + 3)2 = x2 − 1 + 32, siden 12 = 1 kan eleven kanskje
mene at eneren underforstått er i annen potens i utregningen selvom det ikke
er spesifisert i besvarelsen. Dette kan være grunnen til at det bare er x og 3
som vises i annen potens etter at parentesen er løst opp. Det kan også hende
at denne eleven tror at det bare er ”lov” med to ledd i en parentes. Eleven
trekker heretter sammen de to ledd som er i annen potens, og setter dem i
en ny parantes som er i annen potens, ved å bruke Matz’ ”generaliserte dis-
tribusjonsregel” som ble brukt ved oppløsing av parentesen, med ”-1” utenfor,
siden den ikke er i annen potens. Det kan virke som at eleven tenker på at to
i eksponenten har samme funksjon som en felles faktor som kan distribueres.
På denne måten blir utregningen som vist vedlagt på side 116. For å finne
ut om disse tre elevene har den samme typen misoppfatning kan man gi dem
oppgaver som kanskje har tre ledd i parentesen, og gjerne unngå å bruke 1
innenfor parentesen. Elevenes bruk av den vanlige misoppfatningen somMatz
kaller ”generalisert distribusjon”, (x + 3)2 = x2 + 32, kan kanskje skyldes at
de forveksler ”parentes i annen potens” med ”parentes multiplisert med 2”, og
derfor overfører regelen fra ”å gange inn i en parentes”, 2 · (x+3) = 2 ·x+2 ·3
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til også å gjelde for parentes i annen potens.
Svaralternativ C og E var det ingen av elevene i min gruppe som valgte.
TIMSS Advanced-rapporten [Grønmo et al., 2010] viser at disse alternativene
også hadde lavest svarprosent internasjonalt (s. 68). Det ser ut som at svar-
alternativ E representerer en blanding av misoppfatningen ”generalisert dis-
tribusjon” [Matz, 1982], sammen med den misoppfatningen hvor regnerekke-
følgen følger leseretningen [Booth, 1988]. Kombinasjonen av disse misoppfat-
ningene kan gjøre at eleven tror at g(f(x)) betyr at man skal bruke g(x)
først. Feilaktig utregning kan da se ut som følger:
g
(
f(x)
)
6= f
(
(x+ 3)2
)
−setter inn (x+ 3)2 for g
= (x + 3)2 − 1 −bruker f(x) = x− 1
= x2 + 32 − 1 −fjerner parentes
= x2 + 9− 1 −regner
= x2 + 8 −regner ut og kommer fram til svaret
Hvilke(n) misoppfatninger svaralternativ C representer er jeg usikker på. Jeg
hadde et annet forslag som kunne lignet litt på svaret (2x− 2)2; hvis eleven
tror at de to funksjonene på et vis skal ”adderes”, kan det regnes feil på
følgende måte:
g
(
f(x)
)
6= f(x) + g(x) −adderer funksjonene
6=
(
(x− 1) + (x+ 3)
)2
−setter inn (x− 1) og (x+ 3)2
= (x− 1 + x + 3)2 −fjerner innerste parenteser
= (2x + 2)2 −regner innenfor parentes og har svaret
Minusen i svaralternativet kan komme av at det er en minus i uttrykket for f .
Denne oppgaven er en trendoppgave, den har altså vært brukt internasjonalt
i TIMSS Advanced 1995, i Norge i 1998, og internasjonalt i 2008. Mens de
gamle trendoppgavene har fem svaralternativer, har oppgavene fra 2008 bare
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fire svaralternativer. 2008-oppgavene har altså kun tre distraktorer, og disse
kan da være av bedre kvalitet enn hvis det skulle være fire distraktorer. Denne
endringen i oppgaveoppsett er gjort nettopp fordi det kan være et problem å
finne fire gode distraktorer til en oppgave [Sirnes, 2005], hvilket jeg synes at
denne oppgaven kan være et godt eksempel på. Med en god distraktor menes
at svaralternativet skal være sannsynlig, samtidig som det bør være mulig å
komme fram til hvert svaralternativ ved å bruke forskjellige feil metoder. Når
oppgavene, som i disse internasjonale studiene, skal være med på å avdekke
løsningsstrategier og/eller misoppfatninger hos elevene synes jeg at det er
viktig at hver distraktor representerer en misoppfatning som elevene kan ha
innenfor det området som oppgaven skal undersøke.
Mens jeg satt og prøvde ut forskjellige måter å regne oppgaven feil på, kom
jeg fram til at det var to måter man kunne komme fram til riktig svar; den
korrekte måten å regne, og ved å bruke x + 3 for x i uttrykket for f , og så
sette alt i annen potens, på følgende måte:
g
(
f(x)
)
6=
(
(x+ 3)− 1
)2
−setter inn x− 1 og (x + 3)2
=
(
x+ 3− 1
)2
−fjerner den innerste parentesen
=
(
x+ 2
)2
−regner ut og kommer fram til svaret
Jeg mener at det er uheldig at det er mulig å få riktig svar ved ikke å bruke
riktig metode. Jeg forstiller meg altså at denne oppgaven, slik den er (som
flervalgsoppgave), ikke egner seg til diagnostisk bruk, og dermed heller ikke
til å bruke i de internasjonale studiene. Selve oppgaven framhever en del mis-
oppfatninger, så den kunne sikkert vært brukt igjen, men da jeg vil foreslå at
den blir gitt som en åpen oppgave, slik at man kan se hvilken metode eleven
bruker for å komme fram til riktig svar.
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5.2 Oppgave 3
Finne den deriverte av en funksjon (1)
For en funksjon 4√
3x−4 skal elevene finne den deriverte. Oppgave 3 er en
trendoppgave, og, som oppgave 1, en flervalgsoppgave. Oppgaven hører inn
under TIMSS-kategorien kalkulus, og har fem svaralternativer; et korrekt svar
og fire distraktorer. I min oppgavetekst bes eleven om å vise framgangsmåten
ved løsing av oppgaven. De fem svaralternativene er i oppgaven oppgitt som
følger:
A 12
√
3x− 4
B 4√
3
C −2
(3x−4)32
D −6
(3x−4)32
E 6
√
3x− 4
Siden funksjonen er en brøk vil det være naturlig å bruke det at funksjo-
nen 4√
3x−4kan skrives som
u(x)
v(x) , med u(x) = 4 og v(x) =
√
3x− 4. Eller
man kan betragte funksjonen som et produkt u(x) · v(x), med u(x) = 4 og
v(x) = (3x − 4)− 12 . Hermed kan man velge om man vil bruke kvotientrege-
len eller produktregelen for derivasjon av en funksjon for å løse oppgaven.
Elevene fikk utdelt formlene for produktregelen og kvotientregelen på et eget
ark sammen med oppgavesettet.
Hvis man velger å se på funksjonen som en brøk,
u(x)
v(x) er den deriverte gitt
ved
u′(x)v(x)−u(x)v′(x)
v(x)2 . Når oppgaven skal løses, må man altså først finne de
deriverte til funksjonen u(x) i telleren og funksjonen v(x) i nevneren. Den
deriverte til telleren er forholdsvis enkel siden telleren er en konstant, og den
deriverte til en konstant er null. Vi har derfor
52
u(x) = 4 ⇒ u′(x) = 0
For å finne den deriverte til nevneren må man først innse at denne er en
sammensatt funksjon, og også huske, hvordan man deriverer en slik. Forme-
len for derivasjon av en sammensatt funksjon var ikke oppgitt på arket som
elevene fikk utdelt sammen med oppgavesettet. Framgangsmåten for å deri-
vere en sammensatt funksjon, f(x) = u(v(x)), er å finne den deriverte til den
ytre funksjonen u med hensyn til kjernen v(x), og siden multiplisere dette
uttrykket med den deriverte til kjernen v med hensyn til variablen x, slik:
f(x) = u(v(x)) ⇒ f ′(x) = u′(v(x)) · v′(x)
Nevneren består av den sammensatte funksjonen u(v(x)) =
√
3x− 4, og for
den ytre funksjonen u =
√
kjernen, hvor kjernen er uttrykket under rottegnet,
3x− 4, kan den deriverte med hensyn til kjernen finnes ved
u =
√
kjernen ⇒ u′ = 1
2
√
kjernen
At den deriverte til
√
x er 1
2
√
x
er noe læreren sier har blitt presentert for
elevene i undervisningen, derfor syntes vi begge at denne oppgaven kunne
være interessant å bruke i klassen.
Alternativt kan den deriverte til u =
√
kjernen med hensyn til kjernen finnes
som:
u =
√
kjernen = (kjernen)
1
2 ⇒ u′ = 1
2
· (kjernen)− 12
Jeg ser at begge metodene for å finne den deriverte av kvadratroten er brukt
av elevene som løste oppgavene, dog er den første varianten med (
√
x)′ = 1
2
√
x
mest brukt, kun to av elevene var konsekvente med bruken av kunnskapen
om at
√
x = x
1
2 .
Når man har en sammensatt funksjon krever det at man deriverer ved å
bruke kjerneregelen, det holder altså ikke å derivere den ytre funksjonen,
man må også finne den deriverte til kjernen. Kjernen svarer til uttrykket
v(x) = 3x− 4, så den deriverte til kjernen finnes ved
v(x) = 3x− 4 ⇒ v′(x) = 3
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Ved hjelp av disse opplysningene kan den deriverte til nevneren, v(x) i det
opprinnelige uttrykket, finnes ved
v(x) =
√
3x− 4 ⇒
v′(x) =
d
d(3x− 4)(
√
(3x− 4)) · d
dx
(3x− 4)
=
1
2
√
3x− 4 · 3 =
3
2
√
3x− 4
Ved å bruke at
√
x = x
1
2 kan den deriverte til nevneren også finnes som
v(x) =
√
3x− 4 ⇒
v′(x) =
1
2
· (3x− 4)− 12 · 3 = 3
2
· (3x− 4)− 12
=
3
2 · (3x− 4) 12
Nå som de deriverte av teller og nevner er funnet, kan den deriverte til hele
funksjonen finnes ved å bruke formelen for derivasjon av brøk som ble utlevert
med oppgavesettet:
f(x) =
4√
3x− 4 ⇒
f ′(x) =
u′(x)v(x) − u(x)v′(x)
v(x)2
=
d
dx
(4) · √3x− 4 − 4 · d
d(3x−4) (
√
(3x− 4)) · d
dx
(3x− 4)
(
√
3x− 4)2
=
0 · √3x− 4 − 4 · 1
2·
√
3x−4 · 3
(
√
3x− 4)2
=
−12
2
√
3x−4
(
√
3x− 4)2 =
−12
2
√
3x− 4 · (√3x− 4)2
=
−6
(
√
3x− 4)3 =
−6
(3x− 4) 32
Dette svarer til at alternativ D er nøkkelen.
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Alternativt kan man betragte funksjonen som et produkt, f(x) = u(x) · v(x),
med u(x) = 4 og v(x) = (3x − 4)− 12 , man må da bruke produktregelen for
å finne den deriverte. Produktregelen ble utlevert med oppgavesettet. For å
utlede den deriverte til funksjonen må man først finne de deriverte til hver av
funksjonene u(x) og v(x). Som i tilfellet hvor man fant den deriverte ved hjelp
av kvotientregelen, må man huske at det er nødvendig å bruke kjernerege-
len for sammensatte funksjoner når den deriverte til den andre faktoren skal
utledes. Den deriverte til den første faktoren er, som beregnet ovenfor:
u(x) = 4 ⇒ u′(x) = 0
Formelen for kjerneregelen for en sammensatt funksjon var ikke oppgitt på
arket som elevene fikk utdelt sammen med oppgavesettet, så elevene måtte
selv kjenne til regelen, og også vite når og hvordan de skulle bruke den. Ved
å bruke samme framgangsmåte som ovenfor for å derivere den sammensatte
funksjonen v(x) = s(t(x)), finnes den deriverte til den ytre funksjonen s
med hensyn til kjernen t(x), og siden multiplisere dette uttrykket med den
deriverte til kjernen t med hensyn til variablen x, slik:
v(x) = s(t(x)) ⇒ v′(x) = s′(t(x)) · t′(x)
Den sammensatte funksjonen er v(x) = s(t(x)) = (3x−4)− 12 , og for den ytre
funksjonen s = (kjernen)−
1
2 , hvor kjernen = t(x) = 3x− 4, kan den deriverte
med hensyn til kjernen finnes ved
v(kjernen) = (kjernen)−
1
2 ⇒ v′(kjernen) = 1
2
(kjernen)−
3
2
Også her er funksjonen sammensatt, så man deriverer ved å bruke kjernerege-
len. Den deriverte til kjernen finnes ved
v(x) = 3x− 4 ⇒ v′(x) = 3
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Utleding av den deriverte til den opprinnelige funksjonen gir:
f(x) =
4√
3x− 4 = 4(3x− 4)
− 1
2 ⇒
f ′(x) = u′(x)v(x) + u(x)v′(x)
=
d
dx
(4) · (3x− 4)− 12 + 4 · d
d(3x− 4)((3x− 4)
− 1
2 ) · d
dx
(3x− 4)
= 0 · (3x− 4)− 12 + 4 · 1
2
(3x− 4)− 32 · 3
=
−6
(3x− 4)− 32 =
−6
(3x− 4) 32
Også dette svarer til at alternativ D er nøkkelen.
Det viser seg altså at det er to korrekte måter å komme fram til det rik-
tige svaret på. Begge metodene er riktige å bruke i denne oppgaven, og jeg
synes at denne oppgaven er et godt eksempel på at flere ”verktøy” til rådighet
gir flere riktige måter å komme fram til et riktig svar på. Fordelen ved å kunne
bruke en alternativ måte er at hvis man mislykkes i første forsøk har man en
mulighet for å lykkes i andre. Besvarelsen fra elev 26 er et godt eksempel på
dette, jeg kommenterer denne besvarelsen på side 57.
Av elevene i min gruppe på 23 elever var dette det mest populære svaral-
ternativet, det var hele 11 (48%) elever som valgte dette. Det var åtte som
valgte å ikke svare på denne oppgaven. Jeg synes at det er mange interes-
sante besvarelser blant de som er korrekte. Det er to elever, nummer 18 og
24, som begge er bevisst på å bruke det at
√
x kan skrives som x
1
2 gjennom
hele oppgaven, besvarelsene fra de to elevene er vedlagt på side 110 og 120.
Fem av elevene med korrekt besvarelse bruker først at ddx(
√
x) = 1
2
√
x
, for
siden å bytte til x
1
2 -varianten når de er nesten ferdig, slik jeg har gjort det
i mitt første eksempel på side 52. Besvarelsene fra elev 13 og 16 bærer preg
av at de er ganske sikre på sine matematikk-kunnskaper innen dette emnet.
Jeg får inntrykk av at de har en enkel føring av regnestykket, og de kommer
således fram til korrekt svar uten å ta noen synlige omveier. Besvarelsene er
vedlagt på side 101 og 105. Det samme gjør seg gjeldende for elev 17 som
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viser alle steg i føringen. Eleven tar forbehold for null i nevneren ved å skrive
”x 6= 4
3
” , skriver opp formelen for den deriverte som ”f ′(x) = −v
′·u
v2
” (altså
uten null-leddet i telleren), regner ut de deriverte til teller og nevner for så
å sette dem inn i formelen og heretter regne seg fram til korrekt svar. Null i
nevneren har ikke noe å si for utledningen av den deriverte til uttrykket, kan-
skje eleven overgeneraliserer, og tar forbehold hver gang det inngår en brøk
med variabler i nevneren, selv om det umiddelbart ikke er nødvendig. Flere
oppgaver av samme type vil kunne avgjøre om det er tilfelle. Besvarelsen
er vedlagt på side 106. Elev 14 mangler å sette parentes rundt uttrykket
”3x− 4”, men regner som om parentesen er til stede, og kommer fram til ko-
rrekt svar. Dette kan være enda et eksempel på en elev som ser på parenteser
som overflødige slik det er forklart av Booth (1988). Besvarelsen er vedlagt på
side 102. Elev 26 har en helt annen framgangsmåte. Som den eneste kommer
denne eleven fram til svaret ved å bruke produktregelen. Eleven har først
prøvd seg med kvotientregelen, men svaret stemte ikke med noen av svaral-
ternativene i oppgaven, og utregningen er klusset over. Utregningen ved hjelp
av produktregelen står igjen på siden. Denne begynner med omskrivning fra
uttrykk på brøk-form til produkt-form;
4 · √3x− 4−1 ⇒ 4 · (3x− 4)− 12
Etter å ha byttet metode kommer eleven, med få regnesteg, fram til korrekt
svar.
4 · (3x− 4)− 12 = −2(3x− 4)− 32 · 3
=
−6
(3x− 4) 32
Eleven har ikke full kontroll på når man bruker ⇒ og =, men jeg synes allike-
vel at denne besvarelsen bærer preg av at eleven har gode løsningsstrategier
i og med at vedkommende endret strategi når det framkomne svaret ikke
tilsvarte noen av svaralternativene. Besvarelsen fra eleven kan ses vedlagt på
side 124.
Det svaralternativet som var nestmest attraktivt hos min populasjon var
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svaralternativ A. Dette svaret ble valgt av to (9%) av de 23 elevene. Av
den norske TIMSS Advanced-rapporten [Grønmo et al., 2010] framgår det
at dette alternativet internasjonalt hadde nestlavest svarprosent (s. 91). For
norske elever er svaralternativet blitt mere populært siden 1998, kun litt
mindre populært enn det riktige svaralternativet. For meg ser det ut som at
dette svaralternativet kan representere en kombinasjon av flere feil; ved bruk
av kvotientregelen kan man i telleren glemme å regne med totallet i nevneren,
senere overse minustegnet foran andre ledd, og dernest feil bruk av regelen
for brøkdivisjon, som sier at
a
b :
c
d =
a
b · dc
Utledningen kan da se ut som følger:
f(x) =
4√
3x− 4 ⇒
f ′(x) =
u′(x)v(x) − u(x)v′(x)
v(x)2
=
d
dx
(4) · √3x− 4 − 4 · d
√
(3x−4)
d(3x−4) · d(3x−4)dx
(
√
3x− 4)2
6=
0 · √3x− 4 − 4 · 1√
3x−4 · 3
(
√
3x− 4)2
6=
12√
3x−4
(
√
3x− 4)2 6=
12√
3x− 4 ·
(
√
3x− 4)2
1
=
12 · (√3x− 4)2√
3x− 4 = 12 · (
√
3x− 4)
Ingen av de to elevene har valgt denne framgangsmåten, elev 21 setter opp
kvotientregelen korrekt, den eneste teksten i besvarelsen er
(
4√
3x− 4)
′ =
0 · √3x− 4 − 4 · (√3x− 4)′
3x− 4
Eleven kan ha sett på 4 · (√3x− 4)′ som 4 · (3x− 4)′, og glemt minustegnet
foran og 3x − 4 i nevneren siden det ikke er noen andre løsninger som har
med (4 · 3 =) 12. Besvarelsen er vedlagt på side 114. Det ser ut som at elev
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23 gjør et par forsøk på å løse oppgaven. Umiddelbart synes jeg at det kan
se ut som at eleven er klar over at
√
3x− 4 kan skrives som (3x− 4) 12 , men
selv om denne faktakunnskapen kommer til uttrykk i besvarelsen, kommer
eleven ikke fram til noe svar. Eleven skriver ”husker ikke” og at svaret ”ser
riktig ut pga produktregelgelen eller noe sånt”. Eleven skriver videre at ”Det
finnes en brøkregel, men jeg husker ikke”. Det kan virke som at denne eleven
har oversett arket med formler, selv om elevene fikk beskjed om det mens
de fikk utlevert oppgavesettet og arket. Jeg forestiller meg at denne eleven
kan ha blitt litt stresset da det gikk opp for vedkommende at de skulle skrive
navn på oppgavebesvarelsen selv om de var blitt informert om at prøven
skulle være anonym (hendelsen står omtalt på side 37). Dette kan ha vært
en medvirkende årsak til at fokus ikke helt har vært på å løse oppgavene,
men kanskje på at ”noen oppdager hvor dårlig jeg er”, selv om alle hadde fått
beskjed om at det ikke ville bli gitt karakter for oppgavesettet. Besvarelsen
fra eleven er vedlagt på side 118.
Alternativt ville man kunne komme til svaralternativ A ved at man ser på
uttrykket 4(3x − 4)− 12 , og justerer faktoren for parentesen med 1, men feil
vei, slik at det svarer til integrasjon av parentesen, og får
4(3x− 4)− 12+1 · 3 = 12√3x− 4
Det minst valgte svaralternativ hos min gruppe var alternativ B. Jeg forestiller
meg at dette svaret kan finnes ved å bruke produktregelen, hvor funksjons-
uttrykket 1√
3x−4 deriveres uten å ta hensyn til kvadratrota i uttrykket, det
vil si uten å bruke kjerneregelen. Utregningen kan se ut som
f ′(x) = (
4√
3x− 4)
′ = 4′ · 1√
3x− 4 + 4 · (
1√
3x− 4)
′
6= 0 · 1√
3x− 4 + 4 ·
1√
3
=
4√
3
Kun én elev valgte dette svaralternativet, men uten å regne på ”min” måte.
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Elev 10 skriver opp kvotientregelen, men har åpenbare problemer med å
finne de deriverte til både teller og nevner. Den deriverte av 4 blir ”borte”
i utregningen av det første leddet, eleven får 4′ · √3x− 4 til å bli √3x− 4,
og 4 · (√3x− 4)′ blir 4√3 . Det lange mellomrommet under kvadratrot-
tegnet er elevens, og det kan se ut som at det er usikkerhet rundt hva som
kan være neste steg i prosedyren. I tillegg har eleven problemer med siden å
forkorte i brøken, og kommenterer med ”vet ikke”. Svaret som eleven kommer
fram til finnes ikke blant svaralternativene, så det kan se ut som at eleven
ikke gjetter tilfeldig, men bruker fravalg av de svaralternativer som ikke ser
sannsynlige ut, slik at valget faller på det svaret som likner mest på det ut-
trykk som eleven selv kom fram til, fravalg av svaralternativer omtales av
Sirnes i [Sirnes, 2005]. Besvarelsen er vedlagt på side 99.
Ingen elever i min gruppe valgte svaralternativene C og E. Jeg er litt over-
rasket over at ingen valgte C, analysene i den norske TIMSS Advanced-
rapporten [Grønmo et al., 2010] viser ellers at dette er det vanligste svaral-
ternativet blant distraktorene, både internasjonalt og i Norge (s. 91). Søy-
lene for svaralternativ C er framhevet i diagrammet på side 132. At ingen
elever i klassen velger dette svaralternativet betyr at det kanskje ikke er
noen elever med misoppfatningen, som dette svaralternativet representerer, i
denne klassen. Selv synes jeg at C er et godt alternativ, man kan komme til
dette svaret hvis man gjør riktige beregninger, bortsett fra at man glemmer
å multiplisere med den deriverte til kjernen i nevneren slik det er vist her:
f(x) =
4√
3x− 4 ⇒ f
′(x) =
u′(x)v(x) − u(x)v′(x)
v(x)2
=
4′ · √3x− 4 − 4 · (√3x− 4)′
(
√
3x− 4)2
6=
0 · √3x− 4 − 4 · 1
2·
√
3x−4
(
√
3x− 4)2
=
− 2√
3x−4
(
√
3x− 4)2
=
−2
(
√
3x− 4)3 =
−2
(3x− 4) 32
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Svaralternativ E kan man komme til hvis man gjør riktige beregninger, bort-
sett fra når man skal sette på én brøkstrek. Hvis man bruker reglen for
divisjon med brøk feil, og ”ganger med den omvendte” kan regnestykket se
ut som:
f(x) =
4√
3x− 4 ⇒ f
′(x) =
u′(x)v(x) − u(x)v′(x)
v(x)2
=
4′ · √3x− 4 − 4 · (√3x− 4)′
(
√
3x− 4)2
=
0 · √3x− 4 − 4 · 3 · 1
2·
√
3x−4
(
√
3x− 4)2
=
− 6√
3x−4
(
√
3x− 4)2
6= −6√
3x− 4
(
√
3x− 4)2
1
= −6√3x− 4
Denne oppgaven er, som oppgave 1, en trendoppgave, så den har vært brukt
internasjonalt i TIMSS Advanced 1995, i Norge i 1998, og internasjonalt i
2008. Jeg synes at denne trendoppgaven har bedre distraktorer enn den for-
rige oppgaven, denne egner seg derfor bedre som en flervalgsoppgave enn den
andre. For meg ser det ut til at alle distraktorene til denne oppgaven kan
være sannsynlige svar på spørsmålet som er gitt, og jeg finner dem derfor alle
egnete som distraktorer.
En alternativ distraktor kunne vært resultatet som elev 15 kom fram til i
sin besvarelse. Denne eleven bruker ikke den korrekte deriverte til kvadratro-
ta i beregningene, men skriver opp
√
u
′
=
√
u · u′
u = 3x− 4
u′ = 3
Eleven er altså klar over at kjerneregelen skal brukes, men kjenner ikke
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den deriverte av den ytre funksjonen, kvadratrota. De kjente opplysningene
brukes videre i beregning av den deriverte til funksjonen. Eleven kan bruke
kvotientregelen riktig, og setter inn verdiene uten å skrive opp formelen først.
Beregningene ser ut som følger:
( 4√
3x− 4
)′
=
0 · √3x− 4 − 4 · (√3x− 4)′(√
3x− 4)2
=
−4 · (√3x− 4)
3x− 4 − jeg tror eleven mener (
√
3x− 4)′ i teller
6= −4 · 3
√
3x− 4
3x− 4
=
−12√3x− 4
3x− 4
Etter beregningen står et spørsmålstegn. Svaret er ikke representert blant de
gitte svaralternativene, så eleven har svart blankt på denne oppgaven. Jeg
tror at denne eleven kunne ha valgt å svare på oppgaven hvis −12√
3x−4 hadde
vært blant distraktorene. Ellers har jeg ikke noen flere forslag til gode distrak-
torer til denne oppgaven som jeg synes er en god oppgave til å undersøke om
elevene kjenner og kan bruke kjerneregelen ved derivering. Hvis jeg skulle
valgt svaralternativer til denne oppgaven ville de alle kunne brukes, i tillegg
til mitt forslag som var et resultat av bruk av feil prosedyre hos en av elevene
i min populasjon. Selv om svaralternativene C og E ikke var attraktivt i min
populasjon, så bør de være med i de internasjonale undersøkelsene, siden de
er attraktive der.
Oppgaven kunne gjerne gis som en åpen oppgave, og jeg ville da foreslå at
kodingen ved retting skulle være som den er for oppgave 4 i mitt oppgavesett
(internasjonalt oppgavenummer MA13029), slik at det registreres om eleven
bruker kvotientregelen eller produktregelen for å komme fram den deriverte
til funksjonen. Da vil analysene gi informasjon om hvilken metode elevene
bruker for å komme til rett svar på denne oppgaven.
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5.3 Oppgave 4
Finne den deriverte av en funksjon (2)
For funksjonen 3x+2
x−1 skal elevene finne den deriverte. Oppgave 4 er en åpen
oppgave, som hører inn under TIMSS-kategorien Kalkulus, og som i de andre
oppgavene, ber oppgaveteksten om at eleven viser framgangsmåten. Som en
åpen oppgave, har denne oppgaven ingen løsningsforslag, og eleven står ikke
bare fritt for å velge framgangsmåte hva angår metode og beregninger, men
skal i tillegg også selv ta stilling til når oppgaven er ferdig løst.
Denne funksjonen er, som oppgave 3, en brøk, og det vil være naturlig å
bruke det at funksjonen 3x+2
x−1 kan skrives som
u(x)
v(x)
, med u(x) = 3x + 2 og
v(x) = x − 1. Hermed kan man direkte bruke kvotientregelen for derivasjon
av en funksjon på brøkform for å løse denne oppgaven. Forskjellen på denne
og den forrige oppgaven er at denne ikke krever noe kjennskap til bruk av
kjerneregelen ved derivasjon. Som skrevet tidligere fikk elevene utdelt form-
lene for produktregelen og kvotientregelen på et eget ark sammen med opp-
gavesettet.
For funksjonen
u(x)
v(x) er den deriverte gitt ved
u′(x)v(x)−u(x)v′(x)
v(x)2 . Når opp-
gaven skal løses, må man altså først finne de deriverte til funksjonen u(x) i
telleren og funksjonen v(x) i nevneren. Den deriverte til både teller og nev-
ner er forholdsvis enkel å finne, og alle de som har besvart oppgaven korrekt,
og de som har brukt kvotientregelen uten å komme fram til riktig svar, har
funnet begge de deriverte. Vi har de deriverte som henholdsvis
u(x) = 3x+ 2 ⇒ u′(x) = 3 og
v(x) = x− 1 ⇒ v′(x) = 1
For å finne den deriverte av den gitte funksjonen skal disse fire uttrykkene
settes inn på de riktige plassene i kvotientregelen for derivasjon av brøk;
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f(x) =
u(x)
v(x)
=
3x+ 2
x− 1 ⇒ f
′(x) =
u′(x)v(x) − u(x)v′(x)
v(x)2
=
3 · (x− 1)− (3x+ 2) · 1
(x− 1)2
=
(3x− 3)− (3x+ 2)
(x− 1)2
=
3x− 3− 3x− 2
(x− 1)2
=
−5
(x− 1)2
Siden dette er en åpen oppgave er det ingen svaralternativer til oppgaven, og
derfor må elevene selv ta stilling til om de har kommet fram til et tilfredsstil-
lende svar. Enkelte elever kan synes at det er vanskelig å se når man har løst
oppgaven, hvilket er det Booth omtaler som problemer med ”lack of closure”
i sin artikkel [Booth, 1988]. Svaret på oppgaven er et algebraisk uttrykk, så
denne åpne oppgaven vil kunne være med på å avdekke dette problemet. For
å avgjøre om en elev har denne misoppfatningen, eller om det er tilfeldig at
eleven ikke kommer fram til et tilfredsstillende svar, slik at feilen bare gjøres
ved løsing av denne oppgaven, vil det kreve flere oppgaver av samme type
(åpne oppgaver med algebraisk fasitsvar).
I den norske rapporten fra den internasjonale TIMSS-studien som ble fore-
tatt i 2008 [Grønmo et al., 2010] er besvarelsene fra denne oppgaven delt opp
i fire svarkategorier; riktig svar, galt svar ved bruk av kvotientregelen, galt
svar og ikke svart. Jeg har valgt å ha den samme inndelingen for lettere å
kunne sammenlikne mine resultater med dem i rapporten. Av elevene i min
gruppe på 23 elever var det over halvparten, 13 elever (57%), som kom fram
til det riktige svaret. Av de tre oppgavene som jeg har valgt å se nærmere
på, har denne oppgaven høyest svarprosent i min populasjon, bare fire elever
(17%) valgte å ikke svare på oppgaven. Jeg synes at også denne oppgaven
har mange interessante besvarelser, både blant de som er riktige, men særlig
blant de som ikke kommer fram til riktig svar, selv om de bruker kvotient-
regelen.
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Av de 13 riktige besvarelsene er det sju som løser oppgaven rett fram, uten at
det ser ut til å by på noen problemer. Det kan selvfølgelig hende at elevene
har tenkt en stund, men føringen av løsningen ser ganske ukomplisert ut. Kun
én av disse sju skriver opp formelen som skal brukes for å løse oppgaven, de
andre seks løser oppgaven uten å føre inn formelen, men setter inn funksjoner
i teller og nevner samt deres deriverte direkte, og regner derfra.
Det ser ut som at elev 4 endrer strategi under beregningene. Det kan være
vanskelig å se hva som står under det som er klusset over, men det ser ut som
at eleven prøver å forkorte bort ”x− 1” i teller og nevner, men ser kanskje at
det ikke går fordi ”x− 1” ikke kan faktorisere ”3x+ 2”. Eleven regner derfor
videre fra steget med de uoppløste parentesene og kommer hurtig fram til
korrekt besvarelse. Jeg synes at denne oppgaveløsningen er et godt eksem-
pel på at eleven har gode løsningsstrategier, eleven prøver og feiler, endrer
sin framgangsmåte, og kommer på denne måten fram til et korrekt resul-
tat. Besvarelsen er vedlagt på side 95. Elev 9 skriver ikke parenteser rundt
”3x+ 2” i sin beregning, men skriver slik:
3(x− 1)− 3x + 2
(x− 1)2 =
3x− 3 − 3x− 2
(x− 1)2
og kommer altså fram til riktig svar tross mangelen på parentes rundt det siste
uttrykk i begynnelsen av beregningen. Dette synes jeg er et godt eksempel på
at elever kan synes at parenteser er overflødige [Booth, 1988]. For meg ser det
ut som at denne eleven har tilnærmet lik framgangsmåte som eleven som skal
utlede et uttrykk for arealet av et gitt rektangel i eksemplet fra Booth (s. 305)
som jeg skriver om på side 15. Begge elever regner som om det underforstått
er parenteser i uttrykket. Elevene regner og kommer fram til korrekt svar,
selv om den aritmetiske representasjonen i uttrykket er ukorrekt i forhold til
hvordan utregningen skjer. At elevene ikke bruker parentes kan bli en kilde
til regnefeil senere når de skal operere med større regnestykker hvor det stilles
krav til presisjon i formulering og manipulering av uttrykkene. Besvarelsen på
oppgave 4 fra elev 9 har enda en ukorrekt aritmetisk representasjon. Eleven
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skriver
f ′(x) =
u′
v′
=
u′(x)v(x)− u(x)v′(x)
v(x)2
For at likhetstegnet skal gjelde over hele linjen må det mellomste uttrykket
skrives i parentes; (u
v
)′. Ved å la eleven løse flere oppgaver av samme type som
denne vil man kunne avgjøre om feilen i denne oppgaven er tilfeldig, eller om
den er systematisk slik at feilen skyldes at eleven har den misoppfatningen
som går på å ikke kunne se nødvendigheten ved bruk av parenteser, som nevnt
i blant annet [Booth, 1988]. Besvarelsen kan ses på side 95. Elev 18 skriver
parenteser rundt begge uttrykk i telleren, men ved oppløsing av parentesene
står det først:
3(x− 1)− 1(3x+ 2)
(x− 1)2 =
3x− 1 − 3x− 2
(x− 1)2
Uttrykket som eleven kommer fram til er, til å begynne med, ikke korrekt,
men ettallet er overskrevet av et tretall slik at det står
3(x− 1)− 1(3x+ 2)
(x− 1)2 =
3x− 3 − 3x− 2
(x− 1)2 ,
og resten av beregningene fører fram til det korrekte svar. Besvarelsen er ved-
lagt på side 111. Denne eleven har også svart riktig på den forrige oppgaven,
men i denne oppgaven ser det ut til at prosedyren med utregning kanskje går
litt fort, siden eleven først ikke får utført multiplikasjonen av 3 inn i parente-
sen fullstendig i første ledd. Det kan virke som at eleven kanskje reflekterer
over tallene etter å ha skrevet dem, og vurderer om det stemmer eller ikke.
Kanskje eleven bare har skrevet raskere enn hjernen har rukket å tenke. Det
er ikke lett å vite hva som skjedde, men et interview med eleven kunne ha
avdekket hvilke tanker eleven gjorde seg ved løsing av oppgaven.
Det er to elever som ikke stopper når oppgaven egentlig er løst, de løser
opp parentesen i nevneren. Dette er unødig regning, men jeg regner ikke
dette som en feil, siden uttrykkene har samme innhold. Begge besvarelser
faller derfor inn under kategorien ”riktig svar” i min statistikk. Dog synes
jeg at besvarelsene er to enkle eksempler på det Booth kaller problemer med
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”lack of closure” [Booth, 1988]. Det kan se ut som at de prøver å regne videre
for å finne et enkelt svar, men resultatet blir bare mer komplisert, det ser ikke
ut til at elevene reagerer på dette. Det kan se ut som at elev 15 har litt tvil
rundt egne matematikk-kunnskaper. Eleven følger slavisk oppskriften som er
gitt i kvotientregelen, men løser opp parentesen i nevneren. Eleven finner
altså riktig svar, men oppgaven er kanskje et bra eksempel på at elever kan
ha problemer med at se når oppgaven er løst. Eleven skriver selv ”vet ikke om
det er riktig, og om det er det vet jeg ikke hva jeg skal gjøre videre”. Spesielt
denne uttalelsen synes jeg peker mot at eleven er usikker på når oppgaven er
ferdig løst. Det kan også hende at eleven ikke skjønner at oppgaven kan være
løst, siden denne eleven ikke klarte å løse den forrige oppgaven. Besvarelsen
er vedlagt på side 104. Løsningen fra elev 24 kan være enda et eksempel på
at elever kan ha problemer med å se når en er ferdig med å regne på en
oppgave. Det ser ut til at denne eleven regner uten problemer, men parente-
sen i nevneren løses også her unødig opp. Eleven understreker begge svarene,
som om ett av dem må være det riktige, og hvis eleven er usikker er det
kanskje sikrest å helgardere. Denne elevens besvarelse synes jeg er et godt
eksempel på at eleven har problemer av arten ”lack of closure” som omtalt i
[Booth, 1988]. Besvarelsen er vedlagt på side 122. Jeg synes at elev 19 har en
av de peneste besvarelsene av dem med korrekt svar, hvis man ser bort fra
måten å kombinere bruken av likhetstegn, og hvordan man skriver at man
skal finne den deriverte av en brøk. Eleven skriver
3x + 2
x− 1 =
u
v
=
u′(x)v(x) − u(x)v′(x)
v(x)2
som er en algebraisk ukorrekt skrivemåte. I oppgavebesvarelsen har eleven
skrevet opp alle steg og tanker som en bør gøre seg når en løser en slik
oppgave systematisk; funksjonen som er gitt, formelen en akter å ta i bruk,
mellomregninger for å finne de verdiene som skal settes inn i formelen samt
mellomregninger som fører fram til riktig svar. Denne eleven leverte blankt
på den forrige oppgaven, dette på grunn av manglende kunnskap om den
deriverte til rot-uttrykket. Det ser ikke ut til at eleven har noen særlig pro-
blemer med å løse denne oppgaven. Besvarelsen er vedlagt side 112.
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Det var fem av elevene (22%) som ikke kom fram til riktig svar selv om de
brukte kvotientregelen. Jeg synes dette er trist siden de alle fem har funnet
de deriverte, og valg av regnemåte som skal føre til korrekt svar avhenger da
kun av elevenes aritmetikk- og algebrakunnskaper, selv om oppgaven hører
under kalkulus.
Elev 6 hadde kommet fram til svaret hvis parentesene i telleren var blitt
oppløst, og uttrykket dér redusert. Eleven har to streker under
(3x− 3)− (3x + 2)
(x− 1)2
Dette kan være et eksempel på en elev som kanskje er usikker på hvordan
man skal tolke parentesenes funksjon, siden uttrykket ikke reduseres. Det kan
hende at parentesene har blitt stående fordi eleven er usikker på om man kan
løse opp disse parentesene. Jeg har ikke vanskelig for å forestille meg at eleven
kanskje har en oppfatning om at parentesene skal regnes først, derfor er det
ikke bare å fjerne dem. Ellers ser jeg denne oppgaven som enda et eksempel
på at det kan være vanskelig å vite når en har løst oppgaven ferdig slik Booth
nevner i [Booth, 1988]. Oppgaven har ingen feil ellers, så hvis bare uttrykket
i telleren var blitt redusert kunne korrekt svar vært oppnådd. Besvarelsen er
vedlagt side 97. Elev 17 kunne kanskje også ha kommet fram til korrekt svar
hvis vedkommende hadde brukt å multiplisere inn i parentesene i telleren
for dernest å oppløse disse, og siden redusere uttrykket. Eleven har skrevet
uttrykkene for funksjonene u og v, samt deres deriverte, men går direkte til
beregningen, som ser ut som følger:
f ′(x) =
3x− 1 − 3x− 2
x2 − 2x+ 1
f ′(x) =
−3
(x− 1)2
med to streker under det siste. Jeg synes at det, i besvarelsen av denne
oppgaven, kan se ut som at eleven kan ha misoppfatning rundt det med å se
viktigheten av å bruke parenteser, nevnt av blant andre Booth [Booth, 1988].
Dette kan være medvirkende til at faktoren 3 i det første leddet ikke blir mul-
tiplisert inn i begge ledd i parentesen. Denne eleven har begge de foregående
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oppgavene riktig, og i begge oppgavene med brøker har denne eleven, som
den eneste i klassen, tatt forbehold for at ikke nevner kan være null, selv om
det kke er nødvendig for å finne den deriverte. Dette kan være tegn på over-
generalisering fra at man skal ta forbehold for null i nevner i andre tilfeller.
Eleven viser forbeholdet ved øverst i besvarelsen å skrive ”x 6= 1”. Eleven har
ellers korrekt besvarelse på alle de andre oppgavene. Besvarelsen på denne
oppgaven er vedlagt på side 108. I oppgave 4 gjør elev 10 en liten feil som
resulterer i feil svar på oppgaven. Eleven skriver opp begge parenteser i reg-
nestykket, men når parentesene oppløses unnlater eleven å bytte fortegn på
begge leddene i den siste parentesen som har negativt fortegn. Eleven skriver:
3(x− 1)− (3x + 2)
(x− 1)2 =
3x− 3 − 3x+ 2
(x− 1)2
Kanskje eleven ikke har noen mening om hva parentesene symboliserer, eller
kanskje eleven mener at det ikke har noe å si om det står pluss eller mi-
nus foran parentesen når den fjernes, eller kanskje eleven rett og slett gjør
en slurvefeil i beregningene i denne oppgaven. Det ser ikke ut til at multi-
plikasjon inn i den første parentesen er et problem, men eleven regner ikke
med parenteser i noen av de andre oppgavene i oppgavesettet, så det kan ikke
avgjøres om eleven har en misoppfatning rundt bruk av parenteser med disse
oppgavene alene. Ved å gi eleven flere oppgaver av samme type, eller spørre
eleven om hvilke tanker vedkommende har gjort seg ved løsing av oppgaven,
vil man kunne avgjøre om feilen er tilfeldig eller om den er et resultat av et
stabilt tankemønster som skyldes en misoppfatning. Jeg tro at eleven kanskje
undervurderer viktigheten av parenteser slik Booth skriver i [Booth, 1988].
Når eleven reduserer uttrykket i telleren kommer det enda en feil:
3x− 3 − 3x + 2
(x− 1)2 =
1
(x− 1)2
Eleven får altså ”−3 + 2” til å bli ”+1”. Denne feilen har jeg vanskelig ved å
forklare på noen annen måte enn at eleven kanskje ikke er oppmerksom nok
når det regnes med så ”enkle” tall. Oppgavebesvarelsen fra elev 10 er vedlagt
side 100. De siste to av elevene som bruker kvotientregelen uten å komme
fram til korrekt svar er elev 21 og 26. Begge kommer fram til samme svar
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som et resultat av å gjøre den samme feilen; elev 26 setter parentes rundt
uttrykket for telleren i funksjonsuttrykket, mens elev 21 ikke gjør det når de
setter inn deluttrykkene for å beregne den deriverte. Ingen av de to elevene
har problemer med å multiplisere inn 3 i den første parentesen, men det kan
virke som at når elev 21 løser opp begge parenteser samtidig, og når elev 26
setter inn uttrykket som skal multipliseres med 1, blir det negative fortegnet
oversett. Jeg ser på det som at disse elever kanskje synes at den siste parente-
sen kan løses opp uten videre siden uttrykket skal multipliseres med 1. Denne
framgangsmåten kan tyde på at elevene har misoppfatninger rundt bruken
av parenteser som nevnt av Booth i [Booth, 1988]. Denne framgangsmåten
er mest tydelig hos elev 21 som fører oppgaven som følger:
f ′(x) =
3 · (x− 1)− (3x+ 2) · 1
(x− 1)2
=
3x− 3 − 3x + 2
(x− 1)2
=
−1
(x− 1)2
Oppgavebesvarelsene fra elev 21 og 26 er vedlagt side 115 og 125.
Kun én elev i min populasjon har levert en besvarelse som hører under kate-
gorien galt svar. Det er elev 23 som kun har skrevet noe som likner på et
forsøk på å skrive kvotientregelen, og viser med henvisende streker til ut-
trykket for f at u er funksjonsuttrykket i telleren, mens v er det i nevneren
på funksjonen som er gitt. Eleven skriver opp korrekt uttrykk i telleren, men
virker usikker på om det er u eller v som skal i annen potens i nevneren, og
kommer ikke videre med oppgaven. Eleven skriver
f ′(x) =u
′·v−v′·u
v 6 u2 eller noe sånt husker ikke
Det kan virke som at eleven ikke ser de formlene som er gitt sammen med
oppgavesettet, selv om elevene fikk beskjed om at de fikk et ark med formler
mens jeg delte dem ut sammen med oppgavesettet. Oppgavebesvarelsen fra
elev 23 er vedlagt side 119.
Jeg synes at dette er en god diagnostisk oppgave. Som åpen oppgave kan
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den eksempelvis være med på å avdekke problemer med ”lack of closure” og
problemer med å se nødvendigheten av parenteser, begge misoppfatninger
er omtalt i [Booth, 1988]. Hvis målet var å avdekke disse formene for mis-
oppfatninger hos en gruppe elever, kunne oppgaven med fordel vært en del
av et sett med denne typen diagnostiske oppgaver. Hvis oppgaven skulle vært
brukt som en lukket oppgave ville jeg ha foreslått følgende distraktorer:
• −3(x−1)2 fra elev 17
• 1(x−1)2 fra elev 10
• −1
(x−1)2 fra elev 21 og 26
Jeg kom fram til en fjerde distraktor ved å bruke produktregelen i stedet for
kvotientregelen:
f ′(x) 6= u′(x) · v(x) + u(x) · v′(x)
= 3 · (x− 1) + (3x+ 2) · 1
= 3x− 3 + 3x+ 2 = 6x− 1
Dette uttrykket er kanskje for ulik i strukturen i forhold til både nøkkelen og
de andre distraktorene til å kunne brukes, men er dog et alternativ. Jeg har
ingen andre gode forslag til distraktorer til denne oppgaven, som jeg synes
godt kunne presenteres som en flervalgsoppgave med tre gode distraktorer
sammen med nøkkelen til oppgaven.
I tillegg til å hjelpe elever med de ovennevnte misoppfatningene, tror jeg
at denne oppgaven med fordel kan brukes som hjelp til å rette opp på en tro
på at man kan ignorere en parentes når den skal multipliseres med 1. Ved å
framheve de feilene som elevene gjør under utregningene kan det oppstå en
kognitiv konflikt hos den enkelte elev slik at de hver især innser at de må tenke
på en annen måte for å løse denne typen oppgaver. Dette kan gjerne skje un-
der kyndig veiledning fra en lærer som forstår å stille noen gode utfordrende
spørsmål. Denne metoden omtales som værende effektiv for å avlære mis-
oppfatninger av både Brekke [Brekke, 2002] og Booth [Booth, 1988] i deres
tekster.
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Kapittel 6
Konklusjon
Som et umiddelbart første svar på mitt forskningsspørsmål,
Hvilken informasjon kan lærere få ved bruk av
diagnostiske oppgaver i matematikkundervisningen?,
tenker jeg nå: mange! For etter å ha analysert oppgavebesvarelsene fra 23
elever på 13. trinn fikk jeg ikke bare informasjon som pekte i retning av
at ”Kari” eller ”Ola” kunne ha en av de misoppfatningene som oppgavene
var ment å framheve, men jeg fikk også verdifull informasjon om tenkingen
hos noen av de elevene som ikke hadde de gjeldende misoppfatningene. I
forbindelse med skriving av denne oppgaven har jeg oppdaget at diagnostiske
oppgaver ikke kun kan brukes til å belyse problemer noen elever har som følge
av misoppfatninger i matematikk, men at de kan være et like viktig redskap
for å framheve kunnskapen hos elevene.
Under mitt arbeid med mitt utvalg av TIMSS Advanced-oppgaver fik jeg
selv inntrykk av at de fleste av dem kunne være et bra redskap for å belyse
noen av de misoppfatningene som elevene har. Da jeg hadde studert oppgave-
besvarelsene fra min gruppe, oppdaget jeg at det gjennomgående problemet
som elevene hadde, lå i den algebraiske manipulasjonen ved løsing av opp-
gavene. Ved en grundigere analyse av oppgavebesvarelsene så det for meg
ut til at manglende aritmetikk-kunnskaper hos min gruppe kunne være noe
av årsaken til elevenes dårlige prestasjoner innen algebra. Dette framheves
som et problem av blant andre Booth [Booth, 1988]. Det kan godt tenkes at
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det også er manglende aritmetikk-kunnskaper som skaper problemer for po-
pulasjonene i de store internasjonale undersøkelsene, kun nærlesing av disse
oppgavebesvarelsene vil kunne avsløre om dette er tilfelle.
Jeg skulle gjerne konkludert med at diagnostiske oppgaver er framtidens ”mi-
rakelredskap” i norsk skole men, som for andre redskaper, kommer heller ikke
dette til sin rett hvis ikke det blir brukt på riktig måte og helst av én som
vet hvordan det skal brukes. Diagnostiske oppgaver er nært knyttet til mis-
oppfatninger, og undersøkelser viser at læreren som bruker diagnostiske opp-
gaver for, først å få et innblikk i elevenes kunnskap, og siden bruker løsningene
fra elevene som grunnlag for en styrt klasseromsdiskusjon, kommer langt på
vei med å hjelpe flesteparten av sine elever, både de med misoppfatninger,
og de som ikke har dannet seg disse feilforestillingene [Brekke, 2002] og
[Windsor, 2010]. Den diagnostiske undervisningen vil være med på å styrke
allerede rette forestillinger samtidig som at den vil hjelpe med å bygge opp
et rett tankemønster hos dem med misoppfatningene som framheves i disku-
sjonene. Som støtte i diskusjonene tror jeg at læreren vil kunne ha god hjelp
i de elevene som ikke har misoppfatninger, dette tror jeg fordi jeg har er-
faring med at barn og unge ofte hører hva hverandre har å si, fremfor hva
de voksne sier. Informasjonen som læreren får fra de diagnostiske oppgavene
kan også brukes som hjelp for å sette sammen mindre grupper til par- eller
gruppediskusjoner rundt de begrepene som kan være vanskelige for noen.
De flinkeste av elevene kan på denne måten hjelpe de svakere med å kon-
struere deres kunnskap, samtidig som de selv også har nytte av diskusjonene
[Brekke, 2002].
Jeg tror ikke at det er slik at elever som bare løser diagnostiske oppgaver
alltid har et større utbytte av oppgaveløsing i forhold til de som kun løser
”tradisjonelle” oppgaver, eller en blanding av de to, men en fare ved ikke å
bruke oppgaver som utfordrer til tenking er at løsingen av oppgavene kan gå
over til å skje veldig automatisk. Det ideelle er at elevene automatiserer sine
ferdigheter [Brekke and Gjone, 2003], men vi ønsker også at de kan overføre
disse ferdighetene til nye situasjoner slik at det ikke oppstår misoppfatninger
når elevene avanserer til neste nivå, eller når ferdigheten skal utvides til å
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gjelde for nye tallområder. Hvis ikke elevene får utvidet ferdighetene til å
gjelde der også, vil det resultere i misoppfatninger. Forskning viser at dette
kan være resultatet hvis oppgaver kun er gitt som eksemplene fra Brekke
[Brekke, 2002] som jeg henviste til på side 22. Det som jeg tror er viktig er
hvordan læreren bruker de diagnostiske oppgavene, altså hva læreren gjør
med den informasjonen han eller hun får fra slike oppgaver.
For at de store internasjonale komparative undersøkelsene skal kunne få ut
den informasjonen som er målet for studiene, er det gode diagnostiske opp-
gaver som er midlet. Noen oppgaver utgår, og andre kommer inn, og hele
tiden forbedres de, slik at kvaliteten på oppgavene blir bedre for hver test
som gjennomføres. I forbindelse med denne masteroppgaven har jeg synes
at det var spennende å analysere elevenes oppgavebesvarelser, og jeg har da
også sett at det alltid er rom for forbedringer, også i oppgavene som blir gitt
i eksempelvis TIMSS Advanced.
I hverdagen som kommer, med egne elever, vil det ikke bli tid til å gå like
grundig i dybden på hver enkelt oppgave, og da er det fint å ha hatt sjansen
til å gjøre det under kyndig veiledning. Jeg føler at disse oppgaveanalysene
har hjulpet meg til lettere å kunne oppdage elever som har misoppfatninger
av de typene som dem jeg har sett her, og etter hvert vil jeg se mange forskjel-
lige matematiske tenkinger hos elevene, og gjennom disse vil jeg få mulighet
til å utvide mitt eget kompetanseområde til å omfatte nye spennende mis-
oppfatninger og riktige tanker. Etter dette føler jeg at jeg er bedre rustet til
å vurdere elevenes prestasjoner, og jeg vet at jeg kommer til å bruke diag-
nostiske oppgaver i min egen undervisning i framtiden.
Samlet vil jeg konkludere med at det ikke bare er ett svar på mitt forsk-
ningsspørsmål, men flere:
• Diagnostiske oppgaver kan avdekke misoppfatninger hos elevene
– i klasseromsdiskusjoner kan de samme diagnostiske oppgavene fram-
heve misoppfatningene for å hjelpe elevene til å overvinne dem.
• Diagnostiske oppgaver kan gi informasjon om tankemønsteret hos elevene
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– diagnostiske oppgaver kan utvikle elevenes eksisterende løsnings-
strategier.
Det er altså ikke kun problemene jeg vil framheve som et resultat av min
undersøkelse, men også de positive informasjonene som de diagnostiske opp-
gavene kan gi. Jeg synes at begge er viktige å framheve og diskutere med
elevene slik at alle får en mulighet for å strekke seg. De flinke må ikke nød-
vendigvis bremses i deres utvikling for at de svake skal kunne få utbytte av
undervisningen. Dette kan læreren unngå ved å benytte seg av diagnostisk
undervisning, slik det er eksemplifisert av Brekke i [Brekke, 2002]. Med dette
i tankene synes jeg at det er viktig å ha noen gode oppgaver for bruk i under-
visningen, og for å gi til elevenes gruppe- og alenearbeid. Spesielt synes jeg
at dette kunne stilles som et krav til dem som lager oppgaver til lærebøkene
i matematikk. I framtiden kunne man kanskje tenkt seg at alle matematikk-
lærebøkene kun besto av slike gode oppgaver, oppgaver som er godt gjen-
nomarbeidet, og gjerne er av diagnostisk karakter. Materialet i lærebøkene
er ikke nødvendigvis effektivt for god innlæring alene i kraft av at det opp-
fyller kravene som er nedfelt i læreplanene, og videre forskning på kvaliteten
på oppgavene i lærebøkene kunne kanskje avdekket behovet for slik tenking.
Eller kanskje det er læreplanene som skal revideres slik at det der er spesi-
fisert hva formålet er med oppgavene som stilles, og elevene således sikres
lærebøker av god kvalitet? Med støtte i Windsor [Windsor, 2010] tror jeg at
en god kvalitet på undervisningsmaterialet vil kunne bidra til at lærerne får
et godt redskap til bruk i gjennomføring av klasseromsdiskusjoner som kan
hjelpe flesteparten av elevene med å tilegne seg læring for livet.
Etter å ha foretatt en nærmere analyse av tre av oppgavene i mitt utvalg,
har jeg sett resultater som viser at det absolutt er et diagnostisk potensiale
i alle tre.
Først vil jeg framheve at oppgave 1 i mitt oppgavesett viste seg å ha en
uheldig komposisjon som dog kun viser seg når den brukes som en flervalgs-
oppgave. Jeg klarte å manipulere meg fram til oppgavens nøkkel ved å bruke
noen misoppfatninger som kanskje finnes hos noen elever. Ved å bruke opp-
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gaven som en åpen oppgave kan man unngå at elevbesvarelser teller som
”riktig svar” i statistikken hvis dette ikke er den egentlige årsaken til at
eleven har kommet fram til korrekt svar.
Hvis oppgave 1 stilles som en åpen oppgave synes jeg at den har potensial
for å belyse følgende misoppfatninger:
• g(f(x)) = g(x) · f(x)
• ”generalisert distribusjon” [Matz, 1982]
• problemer med å se nødvendigheten av parenteser [Booth, 1988]
• regnerekkefølgen bestemmes av leseretningen [Booth, 1988]
Jeg mener at denne oppgaven har godt diagnostisk potensiale, og med fordel
fortsatt kan brukes i de store internasjonale undersøkelsene, dog kun hvis den
stilles som en åpen oppgave.
Oppgave 3 synes jeg er en interessant oppgave fordi den enkelt kan løses
korrekt på to forskjellige måter. Slik kan den brukes i undersøkelser hvis man
er interessert i å se om det er forskjell på hvilken av de to metodene elever i
forskjellige land foretrekker å bruke. Oppgaven er en derivasjonsoppgave, og
den kan løses både ved å bruke kvotientregelen, men også ved å bruke pro-
duktregelen. Oppgaven krever i tillegg kjennskap til, og kunnskap om bruken
av kjerneregelen som brukes for å derivere en sammensatt funksjon. Slik kan
oppgaven brukes for å undersøke hvor mange elever som kjenner til, og kan
bruke denne regelen.
Min undersøkelse viser at oppgave 3, som en åpen oppgave, har potensial
for å gi informasjon om følgende kunnskaper/misoppfatninger:
• kjennskap til kjerneregelen ved derivasjon av en sammensatt funksjon
• kjennskap til √x = x 12
• kjennskap til den deriverte av √x
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• kjennskap til regel for brøkdivisjon
• overgeneralisering for 0 i nevneren
• bruk av kvotientregelen for derivasjon av brøk
• bruk av produktregelen for derivasjon av brøk
Ved å stille oppgave 3 som en flervalgsoppgave synes jeg at den har potensial
for å belyse følgende misoppfatninger:
• manglende kjennskap til hvordan kjerneregelen brukes/manglende kjenn-
skap til den deriverte av
√
x
• manglende kjennskap til bruk av kvotientregelen/produktregelen for
derivasjon av brøk
Alle distraktorene, som er gitt i oppgaven, synes jeg virker som sannsyn-
lige svar på oppgaven, men jeg synes ikke at de gir noen tydelig diagnostisk
informasjon. For meg ser det ut som at denne oppgaven har det beste diag-
nostiske potensialet i de internasjonale undersøkelsene hvis den stilles som
en åpen oppgave, slik at man får tydeligere informasjon om hvor elevene har
problemer. Spesielt tror jeg at denne oppgaven er god å bruke i en undervis-
ningssituasjon hvor læreren er interessert i å undersøke om elevene har noen
av disse kunnskapene/misoppfatningene, og siden for å ha en klasseroms-
diskusjon for å styrke kunnskapen rundt kjerneregelen og den deriverte av√
x.
Oppgave 4 synes jeg er den av oppgavene med det beste diagnostiske poten-
sialet, og den som gir den beste muligheten for å hente ut tydeligere infor-
masjon om tenkingen hos elever, og om deres eventuelle misoppfatninger.
Oppgaven er av typen åpen, men ut fra resultatene i min undersøkelse kan
det virke som at den er like egnet som en flervalgsoppgave. Som en åpen
oppgave har det vist seg at oppgaven kan belyse følgende misoppfatninger:
• ”lack of closure” [Booth, 1988]
• ”generalisert distribusjon” [Matz, 1982]
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• problemer med å se nødvendigheten av parenteser [Booth, 1988]
• overgeneralisering for 0 i nevneren
Jeg har inntrykk av at denne oppgaven med fordel fortsatt kan brukes i de
store internasjonale undersøkelsene, både som en åpen oppgave, men også
som en flervalgsoppgave med nøkkelen og tre gode distraktorer, avhengig av
hvor spesifikk informasjon man ønsker fra oppgavebesvarelsene. Tre mulige
distraktorer til oppgaven er vist i min oppgaveanalyse side 71.
Resultatene fra undersøkelsen viser at alle tre oppgaver har diagnostisk poten-
siale. Resultatene fra to av oppgavene viser tegn på at en del av elevene i
min gruppe har misoppfatningen som Matz omtaler som ”generalisert di-
stribusjon” [Matz, 1982]. Det er ingen grunn til å tro at denne gruppen av
elever er de eneste, så jeg synes at det kunne vært spennende å se om dette er
en generell misoppfatning hos TIMSS Advanced-populasjonen. Som en kon-
sekvens av mine funn mener jeg å ha avdekket et behov for utvikling av flere
oppgaver som tydeliggjør denne misoppfatningen. Oppgavene kunne gjerne
hatt andre innfallsvinkler til problemet, Matz [Matz, 1982] har flere eksem-
pler på vanlige feilaktige generaliserte distribusjoner: A(BC) ⇒ AB · AC,
2a+b ⇒ 2a + 2b og 2ab ⇒ 2a2b. Siden min gruppe av elever ikke hadde
gjennomgått trigonometriske funksjoner, har jeg ikke nærlest analyseresul-
tatene fra disse, men det kunne vært spennende å se om elevene også har
misoppfatninger som går på eksempelvis sin(α + β) ⇒ sinα + sin β, og
log(a+ b) ⇒ log a+ log b eller log(a
b
) ⇒ log a
log b
.
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Vedlegg
Vedlegget inneholder alle sidene i oppgavesettet som ble brukt i undersøkelsen,
elevbesvarelsene som er omtalt i forbindelse med min undersøkelse, kodetabel-
lene som jeg brukte for å registrere elevbesvarelsene, samt resultatene av mine
analyser av elevbesvarelsene sammenholdt med de norske og internasjonale
analyseresultatene hentet fra den norske TIMSS Advanced 2008-rapporten
[Grønmo et al., 2010].
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Tillegg A
Oppgavesettet
Denne delen av vedlegget viser forsiden på oppgavesettet, formelarket som
ble gitt sammen med oppgavene, og de fem oppgavene som ble gitt i opp-
gavesettet. Jeg har valgt å vise alle oppgavene her siden de alle er en del av
forskningen min. Oppgavene er presist gjengitt slik elevene fikk dem presen-
tert i oppgavesettet. Etter analyse av elevbesvarelsene valgte jeg å se nærmere
på oppgave 1,3 og 4. Begrunnelsen for dette valget er i kapittel 4.4.
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Forside
Prøve i utvalgte oppgaver hentet fra TIMSS
Advanced 2008 for elever på 13. trinn.
Navn:
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Formelark
Noen utvalgte matematiske formler
Lengde
Hvis d er avstanden mellom (x1, y1) og (x2, y2), så er
d =
√
(x2 − x1)2 + (y2 − y1)2
Vektorer
~a ·~b = |~a||~b| cos θ
Derivasjon
(uv)′ = u′v + uv′
u
v
=
u′v−uv′
v2
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Oppgave 1
Funksjonene f og g er definert ved f(x) = x− 1 og g(x) = (x+ 3)2.
g(f(x)) er da lik
A (x− 1)(x+ 3)2
B (x + 3)2 − 1
C (2x− 2)2
D (x + 2)2
E x2 + 8
Vis framgangsmåten.
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Oppgave 2
x + 1
x− 2 > 1
Løs ulikheten ovenfor.
Vis framgangsmåten.
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Oppgave 3
Den deriverte av 4√
3x−4 er
A 12
√
3x− 4
B 4√
3
C −2
(3x−4)32
D −6
(3x−4)32
E 6
√
3x− 4
Vis framgangsmåten.
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Oppgave 4
Finn f ′(x), når f(x) =3x+2x−1 .
Vis framgangsmåten.
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Oppgave 5
I firkanten ABCD skjærer diagonalene AC og BD hverandre i punktet E.
BEVIS at E er midpunktet på AC og BD. Vis hvordan du kom fram til
svaret.
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Tillegg B
Utvalgte oppgavesvar fra elevene
Denne delen av vedlegget viser alle elevbesvarelsene som det refereres til i
oppgaven. Jeg har her valgt å sortere oppgavesvarene i stigende rekkefølge,
først etter elevnummer, deretter etter oppgavenummer.
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Oppgavesvar fra elev 4, oppgave 1
94
Oppgavesvar fra elev 4, oppgave 4
95
Oppgavesvar fra elev 6, oppgave 1
96
Oppgavesvar fra elev 6, oppgave 4
97
Oppgavesvar fra elev 9, oppgave 4
98
Oppgavesvar fra elev 10, oppgave 3
99
Oppgavesvar fra elev 10, oppgave 4
100
Oppgavesvar fra elev 13, oppgave 3
101
Oppgavesvar fra elev 14, oppgave 3
102
Oppgavesvar fra elev 15, oppgave 3
103
Oppgavesvar fra elev 15, oppgave 4
104
Oppgavesvar fra elev 16, oppgave 3
105
Oppgavesvar fra elev 17, oppgave 3, venstre side
106
Oppgavesvar fra elev 17, oppgave 3, høyre side
107
Oppgavesvar fra elev 17, oppgave 4
108
Oppgavesvar fra elev 18, oppgave 1
109
Oppgavesvar fra elev 18, oppgave 3
110
Oppgavesvar fra elev 18, oppgave 4
111
Oppgavesvar fra elev 19, oppgave 4
112
Oppgavesvar fra elev 21, oppgave 1
113
Oppgavesvar fra elev 21, oppgave 3
114
Oppgavesvar fra elev 21, oppgave 4
115
Oppgavesvar fra elev 22, oppgave 1
116
Oppgavesvar fra elev 23, oppgave 1
117
Oppgavesvar fra elev 23, oppgave 3
118
Oppgavesvar fra elev 23, oppgave 4
119
Oppgavesvar fra elev 24, oppgave 3, venstre side
120
Oppgavesvar fra elev 24, oppgave 3, høyre side
121
Oppgavesvar fra elev 24, oppgave 4
122
Oppgavesvar fra elev 26, oppgave 1
123
Oppgavesvar fra elev 26, oppgave 3
124
Oppgavesvar fra elev 26, oppgave 4
125
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Tillegg C
Tabeller fra oppgaveanalyser
I denne delen har jeg vedlagt kodetabellene som jeg brukte for registrering
av oppgavebesvarelsene for alle fem oppgaver. Vedlagt er også resultatene fra
mine analyser av besvarelsene på de fem oppgavene som ble gitt i oppgave-
settet; svarfordelingen for min populasjon på de fem oppgavene, og nasjonal
og internasjonal sammenligning i tabellform og diagramform for de fem opp-
gavene.
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C.1 Kodetabeller for registrering
Oppgave 1, 2, 3 og 4
O p p g a v e 1 K o d e
A F e i l s v a r
B F e i l s v a r
C F e i l s v a r
D * R i k t i g s v a r
E F e i l s v a r
B l a n k I k k e s v a r t
O p p g a v e 3 K o d e
A F e i l s v a r
B F e i l s v a r
C F e i l s v a r
D * R i k t i g s v a r
E F e i l s v a r
B l a n k I k k e s v a r t
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Oppgave 5
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C.2 Prosentvis svarfordeling for oppgavene
Count Column N %
Oppgave_1_svar no answer 7 30.4%
a wrong answer 6 26.1%
b wrong answer 3 13.0%
c wrong answer 0 .0%
d correct answer 7 30.4%
e wrong answer 0 .0%
Count Column N %
Oppgave_2_metode correct response 7 30.4%
incorrect response 12 52.2%
blank 4 17.4%
Count Column N %
Oppgave_3_svar no answer 8 34.8%
a wrong 2 8.7%
b wrong 1 4.3%
c wrong 0 .0%
d correct answer 12 52.2%
e wrong 0 .0%
Count Column N %
Oppgave_4_metode correct response 13 56.5%
using quotient rule but not 
completing with correct 
answer
5 21.7%
incorrect response 1 4.3%
blank 4 17.4%
Count Column N %
Oppgave_5_metode correct response 4 17.4%
partially correct response 3 13.0%
incorrect response 10 43.5%
blank 6 26.1%
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C.3 Sammenligning internasjonalt, tabellform
Oppgave  1
Norge    
1998
Norge   
2008
Min TEST 
2010
Sverige 
2008
Italia   
2008
Slovenia 
2008
Nederland 
2008
INT snitt   
2008
A 33 39 26 26 24 14 11 16
B 11 14 13 15 13 13 5 10
C 3 6 0 6 3 3 3 3
D* 51 29 30 44 50 68 76 64
E 1 6 0 6 2 1 2 3
Ikke svart 2 7 30 4 9 2 3 4
Oppgave  2
Norge  
2008
Min TEST 
2010
Sverige 
2008
Italia   
2008
Slovenia 
2008
Nederland 
2008
INT snitt 
2008
Riktig svar 16 30 30 60 26 47 45
Galt svar 64 52 60 34 71 48 48
Ikke svart 20 17 10 7 3 5 7
Oppgave  3
Norge 
1998
Norge 
2008
Min TEST 
2010
Sverige 
2008
Italia   
2008
Slovenia 
2008
Nederland 
2008
INT snitt 
2008
A 13 19 9 10 7 5 8 9
B 9 15 4 22 7 9 4 10
C 21 21 0 27 21 26 19 21
D* 40 22 52 27 42 36 55 44
E 9 10 0 8 9 13 10 8
Ikke svart 7 13 35 8 14 11 5 9
Oppgave  4
Norge 
2008
Min TEST 
2010
Sverige 
2008
Italia   
2008
Slovenia 
2008
Nederland 
2008
INT snitt 
2008
Riktig svar 29 57 20 60 67 48 55
Galt svar 
ved bruk av 
kvotientregel
en 33 22 19 11 10 40 14
Andre gale 
svar 30 4 52 17 21 12 24
Ikke svart 8 17 10 13 3 1 7
Oppgave  5
Norge 
1998
Norge 
2008
Min TEST 
2010
Sverige 
2008
Italia   
2008
Slovenia 
2008
Nederland 
2008
INT snitt 
2008
Riktig svar 22 15 17 9 20 23 33 30
Delvis riktig 
svar 13 7 13 3 6 7 13 8
Galt svar 21 40 44 45 22 35 43 30
Ikke svart 44 38 26 44 52 35 12 31
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C.4 Sammenligning internasjonalt, diagramform
Oppgave 1 og 2
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Oppgave 3 og 4
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Sammenligning internasjonalt, diagramform
Oppgave 5
134
135
